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HAUPTAUFSÄTZE 


Die zweipolige Drehfeldmaschine mit flachem Läufer. 
Von Herbert Buchholz, Berlin. 


(Wissenschaftliche Mitteilung der AEG.) 


1. Allgemeines. 


1.1. Einleitung und Ziel der Arbeit. Die meisten Drehfeld- oder Drehstrom-Synehron- 
Maschinen besitzen einen zylindrischen Läufer, der sich mit nur geringem Luftspalt im Innern 
der kreisförmigen Bohrung des Ständers bewegt. Soll eine solche Maschine im synehronen 
lauf des rotierenden Teils mit dem Drehfeld ein merkliches Drehmoment entwickeln, so muß 
die Wiecklung des Läufers mit Gleichstrom erregt werden. Es ist aber seit langem bekannt, 
laß Synehronmotoren auch ohne Gleichstromerregung ein Drehmoment abgeben können, wenn 
der Luftspalt nicht längs des ganzen Ständerumfanges konstant ist, sondern in irgendeiner 
vesetzmäßigen Weise varliert. Bleibt dabei der Luftspalt immer noch klein gegen die radialen 
Abmessungen des Läufers, so kann man die stationäre Feldverteilung in der Maschine selbst 
dann noch angenähert unter der Annahme berechnen'), die Induktionslinien im Luftspalt 
verliefen nach wie vor radial. 

Es gibt aber im Kleinmotorenbau Ausführungen derartiger Maschinen, wo diese An- 
nahme nicht mehr ohne großes Widerstreben gemacht werden kann. Um eine möglichst 
kräftige Wirkung der veränderlichen Reluktanz zu haben, gibt man z. B. dem Läuferquersehnitt 
oft die Form eines schmalen Rechteckes, dessen Schmalseiten kreisbogenförmig abgerundet sind. 
(Gerade diese Läuferform legt es nahe, die stationäre Feldverteilung im Luftspalt solcher 
Maschinen für den Grenzfall zu untersuchen, wo der Läufer nur noch ein dünnes Blech ist. 
/;war wird die Betrachtung dieses Idealfalls keine für den Entwurf solcher Maschinen ge- 
eignete Unterlagen an die Hand geben können, aber von einem mehr physikalischen Stand- 
punkt aus ist sie sehr lohnend. Unter dieser Voraussetzung kann nämlich die Be- 
rechnung der Feldverteilung gemäß den strengen Forderungen der Theorie vorgenommen 
werden. Es gelingt nicht nur, den allgemeinen Ausdruck für das magnetische Potential und 
damit auch die Verteilung der Induktion im Luftraum zu finden, man gelangt auch zu einer 
relativ einfachen Beziehung für die magnetische Energie des Luftspaltfeldes. Das Ziel der 
vorliegenden Arbeit ist die Lösung dieser Aufgabe und die Erörterung ihrer Resultate. 


1), E. Jasse, Über Synehronmotoren ohne Erregung. Arch. Elektroteehn. Pd. 2 (18913), SS. 26... 48. 
kt. Brüderlin, Drehfeldmaschinen mit veränderlicher Reaktanz. Arch. Elektrotechn. Bd. 13 (1924), 8. 12... 29. 
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1.2. Genauere Angabe der verschiedenen Voraussetzungen. Außer der besonderen An- 
nahme über die Gestalt des Läufers werden natürlich noch weitere Vereinfachungen gemacht 
Sie sind aber im übrigen durehwez von der Art, die auch sonst bei derartigen Aufgaben 
rebräuchlich ist. 

Für die Durehführung «der Rechnungen wird in bezug auf den Ständer vorausgesetzt, 
daß seine innere Beerenzunge vollkommen glatt und kreisförmig ıst. Die Wirkung der ım 
wirklichen Falle auf ihm untergebrachten zweipoligen Wicklung werde in bekannter Weise 
ersetzt gedacht dureh einen zweipoligen Strombelag, der sinusförmig über den inneren 
Umfang verteilt ist. Die axiale Länge des Eisens der Maschine soll so groß sein, daß der 
Kinfluß der beiden Enden vernachlässiebar klein ist. 

Der Läufer habe die gleiche axiale Länge wie der Ständer. Seine Gestalt sei die 
eines sehr flachen Blechs. Das magnetische Feld wird dann im Luftspalt der Maschine ein 
durehwer ebenes sein. Auf das Vorhandensein des für den Anlauf notwendigen Kurzschluß- 
ringes auf dem Läufer wird keine Rücksieht genommen, zumal sie im synehronen Lauf 
die Feldverteilune sowieso nicht beeinflußt. 

Das Material, aus dem Ständer und Läufer bestehen, wird als unendlich permeabel vor- 
ausgesetzt und soll ohne wahren Magnetismus sein. Es kann dann in beiden Körpern kein 
maenetisches Feld bestehen, und für die Ausbildung des Feldes im Luftraum bleibt es gleich- 
eültie, welehe radiale Stärke das Eisen des Ständers hat. Um den Einfluß von Wirbelströmen 
auf das Magnetfeld auszuschließen, wird außerdem angenommen, daß das Eisen weitgehend 
unterteilt ist oder einen sehr hohen Ohmschen Widerstand hat. 


1.3. Zurückführung der Aufgabe auf ein Problem der Funktionentheorie. Da im Luft- 
raum zwisehen Ständer und Läufer keine Ströme fließen, so läßt sich das magnetische Feld 
in diesem Gebiet aus einer Potentialfunktion ableiten. Andererseits kann vom Standpunkt 
der Potentialtheorie der über den Umfang des Ständers sinusförmig verteilte Strombelag ge- 
deutet werden als ein ebenso verteilter Belag magnetischen Potentials’). Der konstante Wert 
des Potentials im Ständer selbst, dem sich die von der Wieklung erzeugte Potentialschwankung 
überlagert, wird zweckmäßig gleich null gesetzt. Dann wird wegen der Symmetrie und des 
"ehlens von wahrem Magnetismus auch der überall gleiche Wert des magnetischen Potentials 
auf dem Läufer Null sein, und als Grenzbedingungen, die das magnetische Potential ® er- 
füllen muß, ergeben sieh (Abb. I), wenn M die Amplitude des Potentials oder die MMK ist, 


am Ständer: P(R,g)= P, (9, y)=M- sin(p —Y,) Muh, ,;, . » .» 
am Läufer: Pix, = P, (ar, +0) = P, (a, - V)=V xI<R-.( do) .. (db). 


y, eharakterisiert in (la) die Lage derjenigen durch den Mittelpunkt gehenden Achse, die 
auf dem Umfang des Ständers durch die Nullwerte des Potentialbelags geht. Diese Achse 
werde in der Riehtung positiv gezählt’), für die die positiven Potentialwerte zur linken Hand 
liegen. Sie soll im folgenden durchweg als die Nullachse des Potentialbelags be- 
zeichnet werden. 

Die Potentialfunktion P ist durch diese Grenzbedingungen und durch die Forderung 
|IP=U nach bekannten Sätzen eindeutig bestimmt. Eine weitere Grenzbedingung ist nicht 
nur überflüssige, sie wäre auch im allgemeinen nicht mehr vereinbar mit den schon fest- 
veeleeten. Dennoch könnte man zunächst noch eine Forderung aufstellen wollen im Hin- 
bliek auf die Stetigkeit, mit der vermeintlich auch in diesem Falle die Normalkomponente 
der Induktion durch die doppelseitige Fläche des Läufers geht. Aber diese Stetigkeits- 
forderung wäre hier nicht am Platze, denn aus physikalischen Gründen ist man gezwungen 
anzunehmen, daß innerhalb des Bleches in seiner Längsrichtung trotz seiner mathematisch 
unendlieh kleinen Dieke doch ein endlicher Fluß (s. Abschn. 7.3) besteht. Diese Annahme 
ist hier deshalb kein Widerspruch in sich, weil ja die Permeabilität unendlich groß voraus- 
eesetzt wurde"). 

Die ganze Aufgabe ist daher bis jetzt darauf zurückgeführt, eine Potentialfunktion ® 
zu finden, die (s. Abb. 1) innerhalb des ebenen Gebiets der z-Ebene zwischen dem Kreis- 
umfang vom Radius A (Ständer) und der Geraden «a, a, (Läufer) der Laplaceschen Gleichung 


2?) Diese Reziprozität gilt aber nur im Falle einer rein sinusförmigen Verteilung. Ist dagegen allgemein f (y) 
das Gesetz für die Verteilung des Potentialbelags, ausgedrückt durch die Winkelkoordinate 4 eines Punktes auf dem 
Ständerumfang, so verteilt sich der Strombelag nach dem Gesetz eonst f’(y). 

3) Zufolge der Bemerkung in der voraufgehenden Fußnote fallen selbst bei sinusförmiger Verteilung die beiden 
\ullacehsen von Strombelag und Potentialbelag nieht mehr zusammen. Sie stehen vielmehr im zweipoligen Falle senk 
recht aufeinander. Wird die Nullachse des Strombelags in der Riehtung positiv gezählt, die zu der Fließriehtung der 
Ströme in demselben Verhältnis steht wie der Vorschub einer Reehtssehraube zu ihrer Drehriehtung, so führt eine 
Drehung um einen rechten Winkel im mathematisch positiven Sinne diese Nullachse nach Lage und Riehtung über in die 
Nullachse des entsprechenden Potentialbelags. 
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nügt, an den Grenzen dieses Gebietes aber die Forderungen (1) erfüllt. Anstatt direkt 
ese Potentialfunktion zu suchen, ist es vorteilhafter, diejenige reguläre analytische Funk- 
on @24z) der komplexen Variablen z zu bestimmen, deren reeller Teil P (x ») innerhalb des 
ereiehs und an den Grenzen mit der gesuchten Funktion P übereinstimmt. Von einer 
‚lchen analytischen Funktion ist es sicher, daß ihre beiden Komponenten der Laplaceschen 
leichung genügen, und es interessiert daher im folgenden nur noch die Erfüllung der Grenz- 
dingungen. 

Um diese Aufgabe zu bewältigen, wird so vorgegangen werden, daß zunächst das Ge- 
et zwischen dem Kreis vom Radius 72 (Ständer) und der Geraden a,«a, (Läufer) konform 
ıf einen Kreisring abgebildet wird. Da dureh die zugehörige Abbildungsfunktion auch das 
erhalten der Funktion P an den beiden Begrenzungen des Kreisrings bekannt ist, kommt 
s für das weitere darauf an, das Dirichletsche Problem für den Kreisring zu lösen. Dies 
elinet mit Hilfe eines Satzes, der als eine Erweiterung des Integralsatzes von Poisson an- 
usehen ist. Die zugehörigen Integrationen sind geschlossen ausführbar. 


2. Die Abbildung des gegebenen Bereichs auf einen Kreisring. 


Die Aufgabe, den gegebenen zweifach zusammenhängenden Bereich zwischen dem 
kreisumfang mit dem Radius A und der Geraden a,«a, auf ein Kreisrinegebiet abzubilden, 
wird zweekmäßig in mehreren Schritten durchgeführt. Zunächst interessiert die Abbildung 
des Kreisinnern auf die 7-Ebene ohne Rücksicht auf den Läufer. , 

2.1. Die Abbildung des Kreisinnern auf die „-Ebene. Der gegebene Kreis, der den 
Umfang der Ständerbohrung darstellt, habe den Radius AR und liege (Abb. 1) in der komplexen 
ZJahlenebene von z=.x2r-+iy mit seinem Mittelpunkt im Ursprung. Der Läufer‘ der sich bei 
der für die Rechnung zugrunde gelegten Form 
in der Sehnittebene senkrecht zur Achse des 1)  2-fbene 7-£bene 
Ständers als gerade Linie darstellt, falle | 
mit der reellen Zahlenachse zusammen und 








werde begrenzt durch die Punkte «,, a, mit u: 
den Koordinaten £ R (1-9). Der Luftspalt \ 
der Maschine, worunter im folgenden stets \ 
i , u? ( u JA 
der kleinste Abstand zwischen Ständer und — | 
. 0 . N #] 4, -—(d 
Läufer verstanden werden soll, ıst dann k] 
oleich Ro. F 
Die Abbildung des Kreisinnern der a 
z-Ebene auf die -Ebene soll gemäß Abb. I m 





vorgenommen werden. Es sollen also auch 
in der Ebene die Punkte a,...a, bei sym- 
metrischer Verteilung um den Mittelpunkt «, in derselben Reihenfolge und Richtung auf die 
reelle Achse fallen. Die Abbildungsfunktion, die dies leistet, ist leicht angebbar*). Sie lautet 


2 / v zZ 


J 4 ü »2 ) 
Ip 'R+z 


Abb. 1. 


2). 


Der Zusammenhang zwischen k’ und ö ergibt sich daraus mit Hilfe der Festsetzung, daß z. B. 
=] sein muß für z=R(l- 2). 


Ks wird 

.) 9 ’ 

2(1° 0) L—(1—0) 1 
— - = 608 u’ — )®% | to FE 3). 

1+(1- 0) re I+(1- 09) u - (3) 
Da Ö stets kleiner als 1 ist, so sind es auch k und A’, und « ist ein reeller und spitzer 
Winkel. Bei kleinem Luftspalt ist ö nahezu Null und daher auch k. 

Aus (2) ist unmittelbar zu ersehen, daß tatsächlich reelle Werte von z auch reelle Werte 


k'’=sin u 


on 7 ergeben. Andererseits wird für die Punkte z= R-e‘t des Kreises „=1/k’cosg. Es 
bildet sich also der Kreisumfang auf die reelle Achse ab. Jedoch ist für die Punkte des 
Kreises stets |! = 1/4’ >1, und „7 wird speziell für q + z/2 unendlich groß. Die Punkte 
(, a, rückten also in der n-Ebene ins Unendliche. 


Vollführt man in der z-Ebene einen Umlauf um den oberen Halbkreis, so daß das Bereiehinnere 
ur Linken liegt, so entspricht ihm in der 7-Ebene der Weg längs der ganzen reellen Zahlenachse, 
ınd der entsprechende Bereich muß dabei gleichfalls zur Linken liegen. Der obere Halbkreis 
Yansformiert sich also in die obere Halbebene, und Entsprechendes gilt für die untere Halbebene. 


4), S,. H. Burkhardt, Funktionentheoretische Vorlesungen. Leipzig 1921, 1. Band, ?. Heft, S. ss ff. 
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Umläuft man in demselben Sinne den ganzen Kreis der z-Ebene und umgeht dabei die beiden 
Punkte a, und a, auf kleinen Kreisen derart, daß sie zur Rechten liegen bleiben, so entsprechen 
diesem Umlauf in der „-Ebene gemäß Abb. I die beiden unendlich großen Halbkreise und 
die beiden Ufer zweier Einschnitte, die von + herkommend längs der reellen Zahlenachse 
bis zu den Punkten «a, oder a, geführt sind. An zwei gegenüberliegenden Ufern eines und 
desselben Einschnittes führt der Weg ım entgegengesetzten Sinne entlang. Genauer ge- 
sprochen vermittelt also die Funktion (2) die Abbildung des Kreisinnern der z-Ebene auf 
(die längs der reellen Zahlenachse von +x nach a, und — nach a, aufgeschnittene n7-Ebene. 


In der so veränderten »-Ebene ist die Umkehrfunktion von (2) 


Ir 
z ,y BEI. 2 ante Be Fe 


/ 


eine durchweg eindeutige Funktion von », sobald noch die folgende Festsetzung beachtet 
wird: Abgesehen vom Minuszeichen ist in (2a) für „=0 das Vorzeichen der Wurzel positiv 
zu nehmen, für jedes andere », aber dasjenige Vorzeichen zu wählen, das sich hieraus durch 
stetige Fortsetzung von „=0 aus ergibt. Dabei darf der Weg die beiden Einschnitte nicht 
überqueren. Durch (2a) wird unter Beachtung dieser Vorschrift die aufgeschnittene 7-Ebene 
eindeutig auf das Innere des Kreises der z-Ebene abgebildet. 


2.2, Die Abbildung der »-Ebene auf ein Rechteck der «-Ebene. Ohne vorerst den Ein- 
schnitten Beachtung zu schenken, soll die nächste Aufgabe sein, die n-Ebene auf das Innere 
eines Reehteckes abzubilden, das in der Ebene der komplexen Variablen «u —=s-+it liegt. 
Der Abbildung der Geraden a,a, entspreche in der «Ebene ein Stück der reellen Achse, 
so daß a, in den Nullpunkt und «, in den negativen Teil der reellen Achse transformiert 
wird, und die Bilder der Geraden «a, a, und a, «, mögen in der «-Ebene einander gegenüber 
zu liegen kommen. Diese Aufgabe löst die elliptische Funktion’): 


7 ee 

deren Modul % dureh (3) gegeben ist. In der Tat setzt man in (4) nacheinander u =, 
NR. K- ik, K 2iK, 2iK’, -iK', so erhält man für „7 in der gleichen Reihen- 
folge die Abszissen der Punkte a,...a, in der »; Ebene. Durch (4) wird also das in Abb. 2 


voll ausgezogene Rechteck der w-Ebene auf die obere »7-Ebene abgebildet. 

Das soeben betrachtete Rechteck der w-Ebene möge nun an der Seite a, a, gespiegelt 
werden. Es entsteht dann in der w-Ebene ein zweites, dem ersten kongruentes Rechteck, 
das oberhalb der s-Achse liegt. Diesem neuen Rechteck entspricht in der „-Ebene nach den 

bekannten Spiegelungssätzen die untere 





i Halbebene, die aber nach der Art ihrer 
u-fbene Entstehung nur längs a, a, mit der 
Arzih 2 ih oberen zusammenhängt. Man hat sich 
Bons r 1 b, also auch in diesem Falle die volle 
/ \ MEN 10 en »-Ebene längs der reellen Zahlenachse 
a . 2.8 Url) ! aufgeschnitten zu denken, aber dieses 
{ 22 - A er “Kt ÜL, &;]0 5 < * a 
le] 7 tee. (=) A Mal zwischen den Punkten — a, und 
\ 7 e£ a, "a; BR 2 +oa,. Die beiden Einschnitte sind in 
Ara, @A-UÄ 2 i e 
N | Abb. 2 eingetragen. Ihre beiden Ufer 
Los sind, je nachdem sie dem unteren oder 
zn ET -Zih J : 











oberen Rechteck der u-Ebene angehören, 

voll ausgezogen oder gestrichelt wie die 

nn Rechtecke selbst. Dem durch die Pfeile 

markierten Umlauf um das ganze Rechteck der w-Ebene entspricht, wie man sich leicht über- 

zeugt, ein Umlauf um die ganze »-Ebene längs der beiden unendlich großen Halbkreise und 

länes der beiden Ränder jedes der beiden Einschnitte. Die Beziehung zwischen dem Recht- 
eek und der aufgeschnittenen »7-Ebene ist also eindeutig. 


2.3. Die Abbildung des aufgeschnittenen Kreises der z-Ebene auf das Rechteck der «-Ebene. 
Nach diesen vorbereitenden Untersuchungen ist es leicht, die unmittelbare Abbildung des 
Kreisinnern der z-Ebene auf das soeben betrachtete Rechteck der «-Ebene unter Ausschaltung 
der vermittelnden Stellung der 7-Ebene zu erhalten. Die beiden Ebenen, die den Be- 
trachtungeen der Absehnitte 2. 1. und 2. 2. zugrunde liegen, unterscheiden sich nach den Bildern | 
', Im folgenden wird der Modul der elliptischen Funktionen zur Abkürzung der Schreibweise nicht besonders 


angegeben, wenn er gleich k ist. Das gleiche gilt von den später eingeführten Thetafunktionen, wenn deren Modul 
ik’K ist. 
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nd 2 lediglich durch die Länge der rechten Einschnitte. Um sie in volle Übereinstimmung 
u bringen, muß der rechte Einschnitt der n-Ebene in Abb. 1 längs der reellen Zahlenachse 
om Punkt a, bis zum Punkt a, weitergeführt werden. Selbstredend muß dann auch in der 
-Ebene vom Punkt «a, längs der »-Achse bis zum Punkt «a, ein Einschnitt gemacht werden. 


Durch diesen Kunstgriff ist die „-Ebene für die Vermittlung der Abbildung entbehrlich 
‚reworden. Abb. 3 veranschaulicht die so zustande kommende unmittelbare Abbildung 
‚wischen dem Kreisinnern der z-Ebene auf das 
n Abschnitt 2. 2. eingeführte Rechteck der z-£bene u -Ebene 
Ebene. Die Abbildung zeigt, daß tatsächlich | „+ n 
Ke2ih „W2ih 
inem vollen Umlauf um das ganze Rechteck 
ler w-Ebene ein Umlauf längs des Kreises der 


Ebene und um den Einschnitt von a, bis a, Muh as @shrüh 












| N 
auf beiden Ufern des Schnittes entspricht. r 4 ' IP 
— be 4 f 
| \ rr 2 f NT . Ä 
ks verdient noch hervorgehoben zu werden, en Gi] ’ 
R\Al Läufer »R(rÖ)JFR 


daß mit der Abbidung des aufgeschnittenen 
Kreises der z-Ebene auf das lRechteck der 
-Ebene im Grunde genommen derselbe Schritt 
retan worden ist wie mit der aus dem Elektro- 
maschinenbau her bekannten „Abwicklung“ des 
kreisförmigen Luftspalts elektrischer Maschinen 
mit zylindrischem Läufer. Auch der Kreisring 
xeht bei dieser Abwicklung oder Geradstreckung 
in ein Rechteck über, dessen lange Seite gleich 
dem mittleren Umfang des Luftspalts ist. Die 
winkeltreue Abbildung beider Bereiche besorgt 
in diesem einfacheren Falle eine Funktion vom 
Charakter der Exponentialfunktion (s. auch den 
folgenden Abschnitt 2.4.). Bei der vorliegenden 
Aufgabe ist wegen der komplizierteren Form des 
L,uftspalts diese Möglichkeit der Abwickelung nicht 
so sinnfällie. Daß sie aber trotzdem durchführbar 
ist, lehren die voranstehenden Betrachtungen. 
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Um die mathematische Beziehung für die Abbildung der z-Ebene auf die «-Ebene zu 
erhalten. hat man nur nötig, (4) in (2a) einzusetzen. Dabei ist aber zu beachten, daß in (2a) 
I|1 Ko e+l für 0 sein muß. Folglich muß auch für den Wert u K+iK', der 
, 0 entspricht, Y 1 k’?n? = + k-snu mit einem solchen Vorzeichen genommen werden, daß 
-1 heraus kommt. Es muß also die Wurzel gleich — k-snu gesetzt werden, und damit wird 


2 BRETT: 3 3 ee a ra ri Di 


Da es für das folgende sowieso notwendig ist, die Thetafunktionen einzuführen, so 
möge sogleich an dieser Stelle die Gl. (5) auch mittelst dieser Funktionen ausgedrückt 
werden. Es wird dann unter Beachtung der Fußnote >: 


UA) Fa 1 en nr Fe a2) 


Du: l (9) man 


[V) 


R- 


Die Abbildung der z-Ebene auf die "-Ebene ist wegen der Beziehung « = 2 Kr gleichwertig 
mit der soeben besprochenen der u-Ebene auf die z-Ebene. Der besseren Übersicht wegen 
ist das entsprechende Rechteck der »-Ebene in Abb. 3 mitaufgenonmen. 

Aus (5) folgt sofort eine sehr einfache Beziehung zwischen den Randpunkten des Kreises 
in der z-Ebene und den entsprechenden Werten von « längs der imaginären Zahlenachse. 
Mit wv=it und 2 R- et wird 


. l I; . sn (i f) Y N ) 
er + I+/ n(ih) (6) 
dndih) l- k-sndil) 
und daher nach leichten Zwischenrechnungen 
k-sniN=i-.tgp. . (6a), Andi?) less . . . . (6b). 


Ist /, der nach (6a) dem Werte 9, entsprechende Wert von #, so kann man mittels 
e*19, e*!4o auch sin (9 — Y,) berechnen. Auf diese Weise resultiert nach einigen elementaren 
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Umläuft man in demselben Sinne den ganzen Kreis der z-Ebene und umgeht dabei die beiden 
Punkte a, und a, auf kleinen Kreisen derart, daß sie zur Rechten liegen bleiben, so entsprechen 
diesem Umlauf in der „-Ebene gemäß Abb. I die beiden unendlich großen Halbkreise und 
die beiden Ufer zweier Einschnitte, die von + herkommend längs der reellen Zahlenachs: 
bis zu den Punkten a, oder a, geführt sind. An zwei gegenüberliegenden Ufern eines und 
desselben Einsehnittes führt der Weg im entgegengesetzten Sinne entlang. Genauer ge- 
sprochen vermittelt also die Funktion (2) die Abbildung des Kreisinnern der z-Ebene auf 
die längs der reellen Zahlenachse von +x nach a, und — se nach a, aufgeschnittene 7-Ebene 


In der so veränderten »-Ebene ist die Umkehrfunktion von (2) 


I} TR > 
zZ Bm -(] | | h: m) . . ° . . . . . r . . . . . . . . . (za) 


/ 


eine durchweg eindeutige Funktion von », sobald noch die folgende Festsetzung beachtet 
wird: Abgesehen vom Minuszeichen ist in (2a) für „=0 das Vorzeichen der Wurzel positii 
zu nehmen, für jedes andere „ aber dasjenige Vorzeichen zu wählen, das sich hieraus dureh 
stetige Fortsetzung von „=0 aus ergibt. Dabei darf der Weg die beiden Einschnitte nicht 
überqueren. Durch (2a) wird unter Beachtung dieser Vorschrift die aufgeschnittene »7-Ebene 
eindeutige auf das Innere des Kreises der z-Ebene abgebildet. 


2.2, Die Abbildung der »-Ebene auf ein Rechteck der «-Ebene. Ohne vorerst den Ein- 
schnitten Beachtung zu schenken, soll die nächste Aufgabe sein, die 7-Ebene auf das Innere 
eines Rechteckes abzubilden, das in der Ebene der komplexen Variablen u—=s-+it liegt. 
Der Abbildung der Geraden «a,a, entspreche in der u-Ebene ein Stück der reellen Achse. 
so daß a, in den Nullpunkt und «, in den negativen Teil der reellen Achse transformiert 
wird, und die Bilder der Geraden a, a, und a, a, mögen in der «-Ebene einander gegenüber 


zu liegen kommen. Diese Aufgabe löst die elliptische Funktion): 


u he MR. ı > EFT "GR BEE EG © 


j 


deren Modul % dureh (3) gegeben ist. In der Tat setzt man in (4) nacheinander u =0, 


R, K-ik, K 2iK, 2iK, -iK', so erhält man für „7 in der gleichen Reihen: 
folge die Abszissen der Punkte a,...a, in der „Ebene. Durch (4) wird also das in Abb. 2 


voll ausgezogene Rechteck der Ebene auf die obere »-Ebene abgebildet. 

Das soeben betrachtete Rechteck der w«-Ebene möge nun an der Seite a, a, gespiegelt 
werden. Es entsteht dann in der w-Ebene ein zweites, dem ersten kongruentes Rechteck, 
das oberhalb der s-Achse liegt. Diesem neuen Rechteek entspricht in der »-Ebene nach den 

bekannten Spiegelungssätzen die untere 











I Halbebene, die aber nach der Art ihrer 
u-Fbene Entstehung nur längs a, a, mit der 
Ar eh oberen zusammenhängt. Man hat sich 
a r 7% BR also auch in diesem Falle die volle 
/ \ MN 0 Oh Ebene längs der reellen Zahlenachse 
gl , € &_— 0 Lehr) ! „L aufgeschnitten zu denken, aber dieses 
» + - m —————— - = . 
enlej* =} ee (1;(&) Ä ” Mal zwischen den Punkten - a, und 
e a, "a; a H-&a,. Die beiden Einschnitte sind in 
Aue, @4-UÄ 5 ' r 
l Abb. 2 eingetragen. Ihre beiden Ufer 
rel ,.r Sind, je nachdem sie dem unteren oder 
ÄA-L21K -ZUK . . mr 
oberen Rechteck der u-Ebene angehören, 





Bla. voll ausgezogen oder gestrichelt wie die 

Par Rechtecke selbst. Dem durch die Pfeile 

markierten Umlauf um das ganze Rechteck der «-Ebene entspricht, wie man sich leicht über- 

zeuet, ein Umlauf um die ganze n-Ebene längs der beiden unendlich großen Halbkreise und 

länes der beiden Ränder jedes der beiden Einschnitte. Die Beziehung zwischen dem Recht- 
eek und der aufgeschnittenen »-Ebene ist also eindeutig. 


2.3. Die Abbildung des aufgeschnittenen Kreises der z-Ebene auf das Rechteck der «-Ebene. 
Nach diesen vorbereitenden Untersuchungen ist es leicht, die unmittelbare Abbildung des 
Kreisinnern der z-Ebene auf das soeben betrachtete Rechteek der «-Ebene unter Ausschaltung 
der vermittelnden Stellung der »7-Ebene zu erhalten. Die beiden Ebenen, die den Be- 
trachtuneen der Absehnitte 2. 1. und 2. 2. zugrunde liegen, unterscheiden sich nach den Bildern | 
', Im folgenden wird der Modul der elliptischen Funktionen zur Abkürzung der Schreibweise nieht besonders 


angegeben, wenn er gleich A ist. Das gleiche gilt von den später eingeführten Thetafunktionen, wenn deren Modul 
iK’K ist. 
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nd 2 lediglich durch die Länge der rechten Einschnitte. Um sie in volle Übereinstimmung 
‚u bringen, muß der rechte Einschnitt der 7-Ebene in Abb. 1 längs der reellen Zahlenachse 
‚om Punkt a, bis zum Punkt a, weitergeführt werden. Selbstredend muß dann auch in der 
--Ebene vom Punkt «a, längs der «-Achse bis zum Punkt a, ein Einschnitt gemacht werden. 


Durch diesen Kunstgriff ist die „7-Ebene für die Vermittlung der Abbildung entbehrlich 
reworden. Abb. 3 veranschaulicht die so zustande kommende unmittelbare Abbildung 
‚wischen dem Kreisinnern der z-Ebene auf das 


ın Abschnitt 2. 2. eingeführte Rechteck der u -Ebene 
„-Ebene. Die Abbildung zeigt, daß tatsächlich n s 
- ” FA 

KL; [4 


einem vollen Umlauf um das ganze Rechteck 
der «-Ebene ein Umlauf längs des Kreises der 
»--Ebene und um den Einschnitt von a, bis «a, 










‘ . 7 > ’f ip IQ po 1 Ye > N ap " r | 
auf beiden Ufern des Schnittes entspricht. a a ie „AL 
y : urvmlr, u U o- 
Es verdient noch hervorgehoben zu werden, -— 400 «u 
AR \-Alr-0) ıZaufer +R(r-8) HR 


daß mit der Abbidung des aufgeschnittenen 
Kreises der z-Ebene auf das Rechteck der 
-Ebene im Grunde genommen derselbe Schritt 
retan worden ist wie mit der aus dem Elektro- 2 AH. SE — Hi 
maschinenbau her bekannten „Abwicklung“ des 
kreisförmigen Luftspalts elektrischer Maschinen 
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u-£bene &-£bene 












mit zylindrischem Läufer. Auch der Kreisring E25 , je 

veht bei dieser Abwicklung oder Geradstreekung ne “ Ä si 
in ein Rechteck über, dessen lange Seite gleich 3r- % | a 
dem mittleren Umfang des Luftspalts ist. Die # S | |‘ pi ev 
winkeltreue Abbildung beider Bereiche besorgt Zi 0 Av \1 
in diesem einfacheren Falle eine Funktion vom | z D 
Charakter der Exponentialfunktion (s. auch den -7 Me, 0, Läu 7 J i 
folgenden Abschnitt 2. 4.). Bei der vorliegenden ' | 0 
Aufgabe ist wegen der komplizierteren Form des grau De 








Luftspalts diese Möglichkeit der Abwickelung nicht 
so sinnfällie. Daß sie aber trotzdem durehführbar 
ist, lehren die voranstehenden Betrachtungen. 


Abb. 3. 


Um die mathematische Beziehung für die Abbildung der z-Ebene auf die «-Ebene zu 
erhalten, hat man nur nötig, (4) in (2a) einzusetzen. Dabei ist aber zu beachten, daß in (2a) 
|1 ko? e+l fürn 0 sein muß. Folglich muß auch für den Wert u NK+iK', der 
0 entspricht, 1 Er + k-snu mit einem solchen Vorzeichen genommen werden, daß 
-1 heraus kommt. Es muß also die Wurzel gleich k-snau gesetzt werden, und damit wird 


2 hei. : ra re 


Da es für das folgende sowieso notwendig ist, die Thetafunktionen einzuführen, so 
möge sogleich an dieser Stelle die Gl. (5) auch mittelst dieser Funktionen ausgedrückt 
werden. Es wird dann unter Beachtung der Fußnote 5: 


", . vr (")+-N,.4),(r) 


7 l „ir) on 


iv 


R- 


Die Abbildung der z-Ebene auf die »-Ebene ist wegen der Beziehung «u = 2 Kr gleichwertig 
mit der soeben besprochenen der «-Ebene auf die z-Ebene. Der besseren Übersicht wegen 
ist das entsprechende Rechteck der »-Ebene in Abb. 3 mitaufgenonimen. 

Aus (5) folgt sofort eine sehr einfache Beziehung zwischen den Randpunkten des Kreises 
in der z-Ebene und den entsprechenden Werten von « längs der imaginären Zahlenachse. 
Mit w=it und 2 R.eiv wird 


I+k-sn(ih) I+hk-.sndif) 
et!‘ > z (6) 
dndih) l- k-sntih) 
und daher nach leichten Zwischenrechnungen 
k:sniN=i-.tgyp. . (6a), dn(id) lieosy . 2... (6b). 


Ist #, der nach (6a) dem Werte 9, entsprechende Wert von #, so kann man mittels 
e*'7, e#!4o auch sin (9 — Y,) berechnen. Auf diese Weise resultiert nach einigen elementaren 
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Umformungen als Ausdruck des gegebenen magnetischen Potentials am Ständerumfang längs 
der ihm in der «-Ebene entsprechenden imaginären Zahlenachse auf Grund von (1): 


. keosyp,-sn(tiN—ising, 
P,(p,,id=M-i- 


dr dndih 1. 


An diesem Ausdruck sind alle Eigenschaften wiederzufinden, die auch schon die ursprüng- 
liche Gl. (1) aufwies. Im besonderen gilt auch noch die Beziehung P,(y,,it+2iK) 
Pig un, 


2.4. Die Abbildung des Rechtecks der v-Ebene auf den Kreisring der Ü-Ebene. Die letzte 
noch übriebleibende Aufgabe besteht in der konformen Abbildung des Rechtecks der »-Ebene 
bzw. w-Ebene auf einen Kreisring der Z-Ebene. Selbstverständlich ist mit dieser Aufgabe 
auch zugleich die andere gelöst, den aufgeschnittenen Kreis der z-Ebene auf einen Kreisring 
abzubilden. 

Die Übertragung des Rechtecks auf den Kreisring soll im einzelnen so erfolgen, daß 
dabei die Gerade », = 1/2 zwischen den Punkten a, a,’ in den inneren Kreis mit dem Radius 
0; | übergeht, während die Punkte der Geraden #, 0 zwischen a, und a,’ vollständig und 
lückenlos den Umfang des Einheitskreises der Ö-Ebene ausfüllen. 


Ks ist sehr leicht, diese Abbildungsfunktion anzugeben. Sıe lautet 


u eur 8 
= ; % Eu te ie 

2K ni ” 
Für Z==ei" (Abb. 3) wird dann r—=-+r-(y/a). Soll die imaginäre Komponente von ® den 
Wert r nieht überschreiten, wie es beim Rechteck der »-Ebene der Fall ist, so muß y seinem 
Absolutwert nach —r bleiben. Das nötigt dazu, auch in der Ö-Ebene den Kreisring auf: 


zuschneiden, und zwar zwischen den Punkten a, «a, und a,a, nach Art von Abb. 3. 

Während der Radius des äußeren Kreises beliebig gleich 1 gewählt werden konnte, ist 
der Radius des inneren Kreises nicht mehr willkürlich. Seine Größe ergibt sich aus (8), wenn 
darin ® (1/2) +ir, und S=0;-el” gesetzt wird. Der Vergleich der reellen Komponenten 
dieser Gleichung führt sofort zu der Beziehung: 


OÖ; esp[ . ” (9) 
Ft Pr .) T * . * “ D} . . . . . * * * e . 


Da 7 positiv imaginär ist, so wird o; tatsächlich gleich einer reellen Größe kleiner 1. 

Die Abbildune der z-Ebene auf den Kreisring vermittelt (5a), wenn darin » durch (8) 
ersetzt wird. In der unmittelbaren Abbildung dieser beiden Ebenen aufeinander verlieren 
übrigens die Einschnitte ihre Bedeutung. In der Tat, für = o-e*i unterscheiden sich nach 
(S) die beiden zugehörigen »-Werte um + r, d. h. die Argumente der drei in (5a) auftretenden 
Thetafunktionen differieren lediglich um + 2r. Für solehe Argumente hat aber die Verbindung 
der drei genannten Funktionen gemäß (5a) denselben Wert. Geht man also von einem be- 
stimmten Punkt innerhalb des Kreisrings der Ö-Ebene aus, so entspricht ihm auch noch nach 
einer beliebigen Zahl von Umläufen im Kreisringgebiet der Ö-Ebene immer derselbe Punkt 
der z-Ebene. 

Anstatt wie in (7) die Abhängigkeit des gegebenen magnetischen Potentials längs des 
Ständerumfangs durch die entsprechende Veränderliche der «-Ebene auszudrücken, wäre es 
jetzt mit Hilfe von (5a) und (S) auch möglich, das gegebene Potential längs des dem Ständer- 
umfang entsprechenden Einheitskreises der Ö-Ebene mit Hilfe der Veränderlichen y darzu- 
stellen. Diese Beziehung soll jedoch nicht erst besonders angeschrieben werden, da in den 
späteren Rechnungen doch wieder zu den Variablen der «-Ebene übergegangen wird. Es ge- 
nügt der Hinweis, daß sie überhaupt explizite angegeben werden könnte. In allgemeiner 
Form möge sie wiedergegeben werden durch P,ty,,y) und wegen der aus (8) folgenden Be- 
ziehung if H2iRK’-alyp gilt auch jetzt noch: P,(y,,yt = — P,(y,,Y). 


3. Die Lösung des Dirichletschen Problems für den Kreisring. 


Durch die verschiedenen, im Abschnitt 2 schrittweise durchgeführten Abbildungen Ist 
es gelungen, das anfänglich formulierte Problem auf das folgende zurückzuführen: In der 
Ebene ist für das dort vorliegende Kreisgebiet eine harmonische Funktion P(o,y) zu finden, 
die auf dem äußeren Einheitskreis die gegebenen Werte P,(y,. y), auf dem inneren Kreis mit 
dem Radius o;<_ 1 überall die Werte P,(y)=0 annimmt. Für den Kreis löst diese Auf- 
abe, die auch als das Diriehletsche Problem bezeichnet wird, zum mindesten formal der 
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Integralsatz von Poisson. Für den schwierigeren Fall des Kreisringgebietes besteht ein 
ähnlicher Integralsatz, der zuerst von Villat*) aufgestellt worden ist. Da er seinem Inhalt 
nach nicht als so bekannt vorausgesetzt werden kann wie der entsprechende Satz von Poisson, 
so soll er hier ohne Beweis angeführt werden. Die mathematische Formulierung des Satzes 
erfolgt im übrigen an dieser Stelle nicht wie bei Villat mit Hilfe der Weierstraßschen 
"Funktion, sondern mittels der Thetafunktionen, um nicht dureh die unnötige Fülle neuer 
Funktionszeichen zu verwirren. 


3.1. Der Integralsatz von H. Villat. Sind zwei stetige reelle Funktionen P,(©) und 
P;(©) vorgelegt, die die Bedingung befriedigen 


DNA =-\DIN-dA9 . 2 222220202020. (10a), 


so ist die harmonische Funktion P(o,yr), die auf dem äußeren Kreisring vom Radius I die 
Werte P,„(y) annimmt und auf dem inneren Kreis vom Radius 0o;= exp (rir)<_ 1 die Werte 
P;(y), gegeben durch den reellen Teil der analytischen Funktion ZU) = (oe), die definiert 
ist durch 


.) 2 p ) ’ (", r) a N) ’ ( ", r) 
OK —=\P, (I): „= :d0 D;(O)- -—:dG 0 
; sic) \ D.| } ».(v,t) ( \ P;i } »(r,T) ( . . R . (1 ). 


T 7 


Das Argument ” der Thetafunktionen hängt hierin ab sowohl vom Aufpunkt Z als auch 
von der Integrationsvariablen ©, und zwar ist ’ 
. Iıal—-io | N @ Ion 
TE .IIino—ı(% vr). te ee ). 
2 ni 2 ri - P 
Der hochgestellte Strich an den Thetafunktionen von (10) bedeutet, wie auch in allen späteren 
Fällen, die Ableitung der betr. Funktion nach dem ganzen Argument. Bei dem Übergang von 
der Darstellung V illats zu der hier angegebenen wurde bereits berücksichtigt, daß die Gl. (10a) 
eilt und daß es statthaft ist, 2) um eine beliebige, konstante, rein imaginäre Größe zu ver- 
mehren oder zu vermindern. 


3.2. Die besondere Form von (10) auf Grund der vorliegenden Voraussetzungen. Man 
überzeugt sich zunächst leicht, daß im vorliegenden Falle tatsächlich die Bedingung (10a) er- 
füllt ist, denn nach (1b) ist ?D,= P;=0 und nach Abschnitt 2. 4 am Ende ist P,ly,, +7) 

Ply,). e 


Um weiterzukommen, interessiert vor allem der Wert für den Modul x der in (10) auf: 
tretenden Thetafunktionen. Seine Bestimmung ist sehr leicht, sobald man in den Theta- 
funktionen von (10) den Modul x transformiert in den Modul T= —(l/r). Es wird dann näm- 
lich die Bestimmungsgleichung für 0; =exp(— ziT) und der Vergleich mit (9) liefert sofort 
als Beziehung zwischen dem Modul T und dem Modul 7 der früher in (a) für die Abbildung 
benutzten Thetafunktionen: T=?2r. Demnach besteht auf Grund von (10) nach Übereang 
zum konjugierten Modul T von r in den darin vorkommenden Thetafunktionen die Darstellung: 


+7 
In? { -. 9, Bvr27) 
.O(ON=\P. (w,. O- Ari: + 2n:d0 
s2(c) \ Piy or ) ' Ta ri , (2vr,27) \ d . . . (il). 


zı 


Für die weitere Vereinfachung dieses Ausdruckes läßt sich zunächst der Umstand be- 


nutzen, daß P,(y,,. I +7) Dly,, ©) ist. Um daraus Vorteil zu ziehen, möge das Integral 
in (11) zwischen den Grenzen z und—+r in drei andere zerleet werden: Nämlich in eines 
mit den Grenzen - z/2 und + z/2 und in die beiden anderen mit den Grenzen — z/2 und - 


sowie + z/2 und +7. In das vorletzte substituiere man © — x statt © und in das letzte 9’ +7 
statt 9. Aus © wird dann ®’-+ (1/2). Für die logarithmische Ableitung der Thetafunktionen 
aber gilt 
9, Qv’r+r,27) 9, (2vr,2r7) 
! 


a, @vVr+r2r) 9,2 


wi 


6) H. Villat, Le probleme de Diriehlet dans une aire annulaire. Rendieonti del eireolo mathematieo di Palermo 
Band 35, 1912, p. 134... 175: oder H. Villat, Lecons sur ’hydrodynamique, Paris 1929, p. 1211, 
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Berücksiehtiet man im zweiten und dritten Integral noch das, was im letzten Absatz von 
Absehnitt 2.4. über das Verhalten von P, bei Vermehrung oder Verminderung des ee 


um zz gesagt wurde, so folgt nach wenigen Zwischenrecehnungen als neue Form von (2({ 


"RR WerRT2T 9ar2r) 
.O(E € (-) > 
ir sz2ıc) \ Pi 0» ))- 07 (> t.>r) V, T.21 | :d D . . . . . (12). 


Anstatt wie bisher die Interration nach © auszuführen, also nach einer Variablen der Z-Ebene, 
soll jetzt die weitere Integration nach den Variablen der «- bzw. »-Ebene, Abb. 3, vorgenommen 
werden. Wird zur Abkürzung gesetzt: 

I ,_ it J ik’ 


T- iv, . — 
t :ı SR 7 IN 


(13), 


so ist zunächst nach (8) und (10Ob): 27 r="r— ir,. Da bei der Integration » konstant zu 


halten ist, so kann in (12) für die Ableitungen auch geschrieben werden: d/d(2 2 1)= — d/d(i v,) 
>2K-d/d(it) und nach (13) für dO = (n/2i K' ): diit). Die Grenzen + [2 gehen für . 
Interrationsvariable if über in +iK’. Statt von Z hängt nach Übergang zur «-Ebene 2 ab 


von «. Da der Ausdruck für Q(L) nach (12) aber auch noch y, enthält, d. h. also nach 
Übergang in die w-Ebene if,, so soll fortan genauer geschrieben werden: @fit,,u). Die 
Funktion 2 muß in der Tat von zwei Veränderlichen abhängen, denn einmal ändert sich 2 
mit der Lage des Aufpunktes u. Das Feld im Aufpunkt selbst ist aber noch abhängig von 
der Lage if, der Nullwerte des Potentialbelags auf dem Ständer. Alles in allem ergibt sich 
daraus für Qlit,,u) die Darstellung: 


+iK' 
m; d "liv, ",2r) 
Of; FE A. : Ar BEIBEEE . ; eu. 
2, W)=_ \ Pit, ,ih iin amerE 77 dit) (14). 
ik’ 


Wird noch (7) beachtet, so handelt es sich in den weiteren Rechnungen um die Auswertung 
der beiden Ausdrücke: 


-i KR’ 
"sn6) dd 9,liv, — v.2r) 
> u Sa 7. ; 7 Er © © 
CR \anah) dun "ans, v,2r) ih, N 
ik’ 
iK’ R ' 
dit) d v2 a v,2r) 
() Br. BEE. ee 15h). 
Se) \inüf dünh. 9», iv, v.2r) art) | 
iK'’ 
Mit ihrer Hilfe läßt sich 2fif,,u) in der Form schreiben: 
M:% , 
ik, [2,W)—sn(t)- Alm) - -» » » 2 2020. (16). 


ı  dndih) 


3.31. Die Darstellung von (2, («) durch ein Integral über elliptische Funktionen. Das 
Integral (15a) kann zunächst noch weiter umgeformt werden, indem die Integralgrenzen auf 


0 und ZA’ beschränkt werden. In dem Integral zwischen den Grenzen ik’ und O0, das 
sich aus (15a) abspalten läßt, ist zu diesem Zweck it durch it bzw. iv durch iv zu 


ersetzen. Da wegen der logarithmischen Ableitung die Umkehr der Vorzeichen der Argumente 
jederzeit vorgenommen werden kann, auch wenn es sich um ungerade Funktionen handelt, 
so führt diese Substitution sofort zu der Formel: 


tik’ 

sn) d 9, (iv, —v, 2rT)-9,(liv, + v, 27) " 
2 \ — ' INS a WETTE — N 5 5» 

\dndit) dit) 9, (iv,— v, Zr)-d, (iv, +v, Zr) 


Die Anwendung des Additionstheorems der Thetafunktionen ”) gestattet aber, den Bruch unter 
dem In-Zeiehen in der Form zu schreiben: 


9,°(ir,,27)- 90, 27) +9,°(r, 27)-9,°(iv,,27) 
») 


r) 9. °(0, 27)- drin, 2r) 


d..(v, 2T)-9,’(iv,,2 


’,8S. z. B. Tannerv und Molk. Theorie des fonetions elliptiques, Paris 1896, t. 2, p. 278 
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Reduziert man in diesem Ausdruck die Thetafunktionen mit dem Modul 2r mit Hilfe der 
Gaußschen Transformation auf Thetafunktionen mit dem Modul r, so resultiert für ihn in 
Rücksicht auf (13): 


9,(ir,)d,(e)+-9,(iv,)-d,(e) dnu-tdn(it) 
,(ivr,)-d,(e)— d,le)-d,lir,) dnu—dntif)' 


Führt man noch die in (17a) vorgeschriebene Differentiation aus, so erhält man als neue 
Darstellungsform von 2, (m): 

ik’ 3’ 

( enz-sn’z-dz 

2, (w)=2-dnw-\, ; :dn -\ ; " 

(sn’ u — sn?z):-dn: sn’ ce —sn’z dnz 


x 
. « 


0 0 


enz-sn?z dz 


. (18a). 


Q 


3.32. Die Darstellung von ),(«) durch ein Integral über elliptische Funktionen. Das 
oleiche Verfahren führt das Integral (15b) zunächst über in: 


+ik’ 

dit) d ,liv,— vr, 2T)-I (iv, tr, 27) 5 
2,W)=\+-4r "375 10 2 ei, 0.2.20... A2b) 
u dndt dit) lie, vo, 2rT)-W,lir,+r,2r) 


Wendet man dann auf den Bruch unter dem In-Zeiehen wiederum das Additionstheorem an 
und hinterher die Transformation von Gauß. so erhält man für diesen Bruch: 

Jr), (ir,) +9 (e)-d,liv,) enwu-snit+-snu-enit 

",(r)-9,(e0,) - d,le)-d,lir,) enwu-snit—snuw-enif' 
Die Differentiation unter dem Integralzeichen von (17b) ergibt als Gegenstück zu (18a): 

iK’ iR’ 
dit) 
,(u)=?2-sn nenw-\ snu:-en :\ — — 
: sn’ u —sn?z 


\sn’u — sn’ it \ 
0 0 


d 


ey 


. (1sb). 


2 


3.41. Die Auswertung des Integrals von 42, (uw). Die Berechnung des in (18a) auf- 
tretenden Integrals läßt sich, wenn man von der zweiten Form ausgeht, am leichtesten mit 
Hilfe des Residuensatzes bewerkstelligen. Bezeichnet der Kürze halber f(w«,z) den Integranden 
dieses Integrals, so ist bekanntlich nach dem Residuensatz: 


2iK’ 2K +2iK’ > K 0 
\f(u,2) dze+\f(u,2) de+\f(u,2) de+\f(n. 2) de=2ni: R|f(u, 2)]. 
0 ik’ -2K-+2iK' >K 
Da f(u,2—-2K) f(u,z) ist, so wird das dritte Integral auf der linken Seite gleich dem 


ddortstehenden ersten Integral. Andererseits heben sich aber wegen f(u, z+2iK’) = f(u, z 
das zweite und vierte Integral gegeneinander auf. Demnach wird auf Grund von (18a): 


2.lw)=ni-dnu - Rlfliu 2). - ». » 2 2 2 2 2 2 2020. (N. 


Innerhalb des Rechtecks hat f(w,z) in bezug auf z zunächst einen Pol erster Ordnung bei 
2—= — K-+iKR'. Er rührt her von dem Gliede dnz im Nenner von f(w, 2), und das Residuum 
dieses Gliedes beträgt 1/ik’. Das Residuum von f(uw,z) selbst für diesen Pol wird gleich 
(k-dn?’u)*, 
Zwei weitere Pole erster Ordnung haben ihre Ursache in dem Vorkommen des Gliedes 
I(sn’« — sn?z) in f(u,2). Ihre Lage innerhalb des für die Umlaufsintegration benutzten 
Rechtecks hängt davon ab, welches Vorzeichen der imaginäre Teil von « hat. Nach Abb. 3 


ist auf Grund der Bedeutung von u KNlu)=O und 2 Kim) S+2K. Ist 
ym(a)>0O, so liegen die hier in Rede stehenden Pole bei « und „"— 2K-+2ikK'. Ist 


hingegen \m(w) <O, so liegen sie in den Punkten « +2iK’ und  - 2K. Das Residuum 

von I/(sn? u — sn? z) in bezug auf z für diese Pole ist demzufolge gleich — (2-en w-dn u-sn(+u)) ' 

und das Residuum von f(w,z) selbst für zwei zusammengehörige Pole wird snu/[dn’«w, 
Unter Berücksichtigung von (19) folgt daraus sofort die Beziehung 


‚1+%k-sno 


2 (u) ri (20). 


»-dn u 


3.42. Die Auswertung des Integrals von (2,(u). Wollte man auch bei der Berechnung 


des in (1S5b) auftretenden Integrals mittels des Residuensatzes die Umlaufsintegration wie 


im Abschnitt 3.41 mit dem Integranden des Integrals selbst durchführen, so käme man damit 
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nicht weiter, weil der Integrand für z—2K sein Vorzeichen beibehält. Die Integrale über 
die beiden Ränder von O...2iK’ und 2K-+2iK’...—2K würden sich also aufheben 
Um dieser Schwieriekeit zu entzeehen, werde der Integrand von (1Sb) noch mit einer Funktion 
von z multipliziert, die die folgenden Eigenschaften hat: Bei Änderung des Arguments dieser 
Hilfsfunktion um +2 A vermehrt oder vermindert sich ihr Wert um einen konstanten Betrag. 
Dageren soll sie ihren Wert behalten bei Änderung des Arguments um +2iK”. 

Eine solehe Funktion kann man sich leicht mit Hilfe des elliptischen Normalintegrals 
zweiter Gattung konstruieren. In der Tat erfüllt die Hilfsfunktion (21) °) 


h (z) I|K-E@—-(K-E)-2] . . :. :. 2.2 220.0. 21) 
beide Bedingungen, denn es Ist 
h+2K)=hf(2)+1 . . .(2la) h(2z+2iK)=h(2) . . . (21b). 


Vollführt man wiederum mit dem Integranden 9 (u, 2) = h(z)/(sn’ u — sn?z) dieselbe Um- 
laufsintegration wie im Abschnitt 3.41, so heben sich auch jetzt wieder das zweite und 
vierte Integral gegenseitig auf. Aus der Umlaufrelation entsteht im übrigen in Rücksicht 
auf (2la): 


eig .) ? > | = .)».) 

- : 2nri-Rlglu,z ee | 
rm u — sn?z lat, 2) 
N 

Die Funktion y(u,2) hat ım vorliegenden Fall nur die beiden Pole erster Ordnung, die von 

dem Glied 1/(sn’« — sn’z) herrühren. Die Summe ihrer Residuen berechnet sich unter 

Berücksichtigung der bekannten Substitutionsformeln für die Funktion E(u) zu 


Il 2K’-E(u) -— 2u-(K'— E)+n 


Piq(u.z2) 
19 | 7 >).snu-enu-dn« 


Mit Hilfe von (1Sb) wird daher 


ıı 24 


,(v) -[K-E(w)—-u-(K'—-E)] . . . . . (83). 


dn« dne« 

3.5. Der endgültige Ausdruck für (J(if,,u). Es ist jetzt nur noch nötig, die einzelnen 
tesultate von 3.3 und 3.4 zusammenzufassen, Berücksichtigt man bei der Darstellung von 
“3(it,,. u) mit Hilfe von (16) gleiehzeitig die Beziehungen (6a, b), was es rechtfertigt, 2(y,,%) 
statt Plit,,u) zu schreiben, so lautet der endgültige Ausdruck für diese Funktion nach 
(16), (20) und (25) 














2y,,W)=- Me > sin p,° 5 -K’-E(u)+u:-(E vr) + ricosgy,.(1+k-snu) . (24). 
z-dneu | (2 

Nach den früheren Festsetzungen ist 4 

ö (y,, tt) diejenige reguläre analytische Funktion, 

wir hp deren reeller Teil gleich dem gesuchten mag- 

as netischen Potential ist. In (24) ist diese Funktion 

Wikia; aulsik' in Abhängigkeit von u dargestellt. Da jedem 

II 4 Punkt im Rechteck der «-Ebene nur ein Punkt 

ra _&0 ___, des Kreisgebietes der z-Ebene oder des Kreis- 

" rings der Ö-Ebene entspricht, so ermöglicht die 

Kite, at-in' Gl. (24) mit Hilfe von (5) oder (8) auch die 

zE Angabe des Potentials in Funktion von z oder. 

Kin a H-zin’ Während die Variable « die verschiedenen Punkte 

innerhalb des Feldes festlegt, charakterisiert 





Abb. 4. Die beiden Abbildungsbereiche der <-Ebene der Parameter 9, die Lage der Nullachse des 

(linkes Bild) und der x-Ebene (rechtes Bild). Potentialbelags. Um bei der Diskussion von 
(24) die Beziehungen zwischen der z- und der «-Ebene unmittelbar vor Augen zu haben, ist 
nebenstehend in Abb. 4 noch einmal der entsprechende Ausschnitt von Abb. 3 wiedergegeben. 


3.6. Die Kontrolle des Ausdrucks für ((y,,u) und weitere Folgerungen. Wenn es 
auch nieht möglich ist, die Riehtigkeit der Beziehung (24) auf einzelne Faktoren hin durch 
Überlegungen allgemeiner Art zu prüfen, so gibt es doch eine Reihe grundsätzlicher Forde- 
rungen, denen die Gl. (24) genügen muß. 


s) In (?D ist E (2) wie üblieh definiert als das von 0... 2 erstreckte Integral über dn? u. 
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3.61. Untersuchung von 2(p,,u+2niK). Eine erste Forderung dieser Art besagt, 
daß entweder die entgegengesetzt gleichen oder die gleichen Werte für Feldstärke und 
Potential angetroffen werden müssen, je nachdem im Raum zwischen Ständer und Läufer der 
\ufpunkt einen halben oder vollen Umlauf macht. Einem halben oder vollen Umlauf in der 
»-Ebene entspricht in der u-Ebene eine Änderung der Variablen « um +2iK’ oder +4iK’. 
Berücksichtigt man das Verhalten von sn, en und dn und das des Ausdrucks E (u) — (K’— FE’): u 
bei derartigen Änderungen von « (s. Gl. (21b)), so ist tatsächlich, wie es sein muß: 
2op,u +2niK)=(—)"-2(p,,u). 


3.62. Untersuchung von Z(y, +tzn,uw). Die gleichen Periodizitätseigenschaften wie 
für ve muß 2(gy,,u) auch für g, haben. So darf sich der Wert von 2(g,,u) nieht ändern, 
wenn g, um geradzahlige Vielfache von = zu- oder abnimmt, und er muß in den entgegen- 
vesetzten Wert übergehen, wenn 9, eine Veränderung um ungeradzahlige Vielfache von x 
erleidet. Aus dem Aufbau von (24) ist ohne weiteres ersichtlich, daß diese Bedingung erfüllt ist. 


3.63. Untersuchung von (y,.if). Auf dem Ständerumfang muß der reelle Teil von 
)(gy,,W) gleich dem gegebenen Ausdruck (la) für das magnetische Potential werden. Faßt 
man in (24) die reellen Glieder zusammen, so folgt für P,(p,,if) in Rücksicht auf (6): 


M 


«D j 
Pd anGi 


‚ [zsin Yatrieosy,. ksnG@d]=M-sinp—gY): : . (0 
Es ergibt sich also tatsächlich der geforderte Ausdruck (la). Wird der imaginäre Teil von 
(I(yp,.if) auf dem Ständer mit d- P,(p,,it) bezeichnet, so erhält man für ihn 


M 
Pig ne: if) = 


= sun 2isinp, AK - Eid +Üüd-(E - K)y+reosgy,| . (25). 


Hierin kann man, wenn man will, den Faktor I/dn if vor der Klammer durch — cos y ersetzen. 


3.64. Untersuchung von ((y,,it— K). Der Lage von « auf der durch N gehenden 
Parallelen zur imaginären Achse entspricht in der z-Ebene ein Punkt auf dem Läuferumfang. 
Nach Voraussetzung sollte dort das magnetische Potential verschwinden. Da die Funktion 
(2(y,,) so konstruiert war, daß ihr reeller Teil gleich dem magnetischen Potential ist, so 
darf also 2(y,,it —K) keine reelle Komponente haben. Führt man die Rechnung durch, so | 
folgt aus (24) 


Pos id=— Alp, it—K) 


M-dndet), Ra bit dir: ” ; .n(? 
BR | 2iesingu Rh - Eid -+H(ih)-(E kh)-A"R'.sn(if) sale 


i I; 
dnd(ihl 1). 


IT» k' 


dn(it) - k-enfifl 
dndih) 





FPrcosp,: 
Es ist also in der Tat 2(y,,it -K) reın 2-fhong 
imaginär, da dies sn (if) und Kit) sind, 
während en (if) und dn (if) reelle Werte haben. 
Der Ausdruck (24) erfüllt demnach alle 
Forderungen, die auf Grund der physikalischen 
Natur der Aufgabe und ihrer mathematischen 
Formulierung zu stellen sind. 


u-fbene A 
rl 


TARA, 











TI 


a3 
Du 


3.7. Der spezielle Fall / 1. Bei den 
bisherigen Rechnungen wurde eine besondere 
Annahme über den numerischen Wert der 
dureh (3) gegebenen Größe k nicht gemacht. [RAzaezr) 
Das sollauch in Zukunft nicht geschehen. Es Abb. 5. Die Abbildung zwischen der z- und der w-Ebene 
gibt aber einen speziellen Wert von k, für den im Fallek=1. 
sich die bisher erhaltenen Formeln ganz erheblich vereinfachen und der wegen seiner physi- 
kalischen Bedeutung hervorgehoben zu werden verdient. 

Da R-ö der Luftspalt in der Maschine ist, so schrumpft für > 1 die Längenausdehnung 
des Läufers mehr und mehr zusammen, und für d=-1 ist gar kein Läufer mehr im Innern 
des Ständers vorhanden. Für d9=1 wird aber nach ©) A=1 und damit k’=-0. Es fragt 
sich, was in diesem Falle aus der Abbildung der z-Ebene auf die «-Ebene und aus dem 
Ausdruck 2(g,.u) wird. 


Ssh-ITT 
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Mit dem Zusammenschrumpfen des Läufers verkürzt sich auch der Einschnitt in den 
Kreis der z-Ebene, und für ö=- 1 reieht er nur noch vom rechten Rande des Kreises bis zum 
Mittelpunkt, so daß die Punkte «,,a,,a,,a, und a, zusammenfallen. Das Rechteck der 
«-Ebene dagegen entartet in einen Halbstreifen von der Gesamthöhe 4K’=?2r, da für 
"—1, 40, K’a/2 und K=x wird. Die beiden aufeinander abgebildeten Gebiete der 
z- und «-Ebene nehmen also die in Abb. 5 wiedergegebene Gestalt an. Die mathematische 
Beziehung für diese Abbildung ergibt sich sofort aus (5), wenn man zur Grenze k—=1 über- 
eeht. Da für diesen Grenzübergang sn= Tg und dn = 1/Eof wird, so erhält man 


2. r.eit R-(Boju + Sin) ee 


Man überzeugt sich leicht, daß tatsächlich diese Funktion die Abbildung der z-Ebene 
auf die «-Ebene in der Art der Abb. 5 leistet. 


Ebenso einfach gestaltet sich der Grenzübergang k>1 für den Ausdruck (24) selbst. 

Da # für 770 auch gleich 7/2 wird, so verschwindet das Glied mit E’— K’und E(u) geht 
„u 

über in \d«/GCoj’« - Taw. Mithin ergibt sich aus (24) und (27) nach gehöriger Zusammen- 
m 


fassung entsprechender Glieder 


N 

Ilq WM) +1 M-: er ip, ı\M- 7 .ei(y Yo) . ; (28). 

| 

Ks wird also auch jetzt wieder das magnetische Potential am Ständerumfang gleich dem 

eerebenen Wert (la). Aus (28) ersieht man ohne weiteres, daß das magnetische Feld in der 

Ständerbohrung ein gleichförmiges Feld’) ist, dessen Richtung senkrecht steht auf der Null- 
achse des Potentialbelags. 


4. Die magnetische Energie des Luftspaltfeldes. 


4.1. Die Ausgangsgleichung für die Berechnung der magnetischen Energie. Mit Hilfe 
des Ausdrucks für das magnetische Potential und die ihr adjungierte Strömungsfunktion läßt 
sich ohne Schwierigkeit auch die Beziehung für die magnetische Energie aufstellen. Da 
weeen der unendlich großen Permeabilität des Eisens im Ständer und Läufer kein Feld 
besteht, kann die magnetische Energie ihren Sitz nur im Luftraum zwischen Ständer und 
Läufer haben. 


Bezeichnet V das Gesamtvolumen dieses Luftraumes, so ist sein Gehalt an magnetischer 


Energie gegeben dureh 


W '\o98-av N 
ö 
wenn D in A/em und B in Vs/em? gemessen werden. Ist b die 
Breite der Maschine in em und 4 die Länge einer Induktionslinie. 
gemessen in der Richtung vom Ständer zum Läufer, Abb. 6, so 
läßt sich (29) auch schreiben: 





Ar ?n 





y l i i 
= W=ob-\ \58-Rdy-diA . . 2.2.2.2 0202000. . (29a). 


_ 


Abb. ®. A DT) 

Bedeutet D, wie bisher das magnetische Potential am Ständerumfang, ist «, der Zahlen- 
wert 1.256: 10 ° H/em und n die innere Normale zum Begrenzungskreis des Ständers, so kann 
die in das Innere gerichtete Komponente der magnetischen Induktion dargestellt werden 
dureh: 3 u,:($0®,/On). Bei der in Abb. 6 gewählten positiven Zählrichtung von s und 
n besteht aber für die Ableitung der beiden Bestandteile einer regulären analytischen Funk- 
tion nach diesen Riehtungen als Analogon zu den Cauchy-Riemannschen Differential- 


eleicehungen die Beziehung: Oo P/On= - 0 W,/Os, und es ist daher wegen ds=R.dgq auch 
SB: R-dg u: (0 P/ög)-dy. Andererseits ist Ö ebenfalls gleich -O Plön. W ird 8- dA längs 
einer Induktionslinie von ®... 4, integriert, so entsteht: P(G,)+P(0). D(i, bedeutet aber 


nichts weiter als das magnetische Potential am Läufer, das nach Voraussetzung verschwindet. 


°, Th. Lehmann. Une solution sans ffetions du probleme de l’attraetion magnetique. Rev. gen. klectr. t. NX 


(1926), p. +40. 
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D(0) ist gleichbedeutend mit dem magnetischen Potential ?, am Ständerumfang. Dem- 
nach ist die eben erwähnte Differenz gleich P,(q,, Y), und im ganzen wird 


7 


| ; N pP 
W= 5 ub-\ Pkg 0:9 + { (ld q } i ‚ n ü f , ‚ 3 (29). 
l 04 


0 
Anstatt wie in (29b) die Integration in der z-Ebene über die Variable g auszuführen, kann 
sie auch in der w-Ebene mit Hilfe der schon öfter benutzten Variablen if vorgenommen 
werden. Integriert man gleichzeitig partiell, so geht (29b) über ın 


-93iK'’ 
| h ‚„ OP, (9, td) 
W: 3 Mb \ Pr lyo, ih). ih -dÜiÜN.: > 22.2.6830). 
ik’ 


In (30) sind 2, und Y, die durch (7) und (25) bestimmten Ausdrücke. Von ihnen ist aus 
den früheren Untersuchungen (3.61) bekannt, daß sie die Periode 4iK’ haben und daß sie 
hei Vermehrung oder Verminderung der unabhängigen Variablen um 2iK’ das Vorzeichen 
weehseln. Ihr Produkt behält es also bei, und man hat daher sofort: 


+iK' 
i nn OP, ko, 
N ud \ Pa ih) a aM... . . 08). 
ı K' 


4.2. Die Zerlegung von (30a) in einzelne Integrale. Differenziert man den Ausdruck (7) 
für P, und setzt zur Abkürzung 
us sn(if)-en(if) De en(if) 
hin) An? (it) EUER FerTeE 
so wird 
OP, (yo. ih 


yon Mikcosyo,. RD +MksnochÜN. . . ....6@la). 


Ebenso läßt sich mit den vorübergehenden Bezeichnungen 


K’. E(il)—it:-(K’— E) 


,(it) inüh 9,Gd)=l/dn (ih) 
",(p,,it) wie folgt schreiben: 
») 
P(p, iM = Mecosyp (if) z Mismos.nÜl). : :» 22020. (81b). 


f, und g, sind ungerade Funktionen, f, und 9, dagegen gerade Funktionen. Folglich heben 
sich die Produkte f, : 9, und 9, f, bei der Integration über den ganzen Bereich von -iK’... ti K' 
unter sich auf. Unter dem Integralzeichen brauchen also nur die Glieder mit fg, und f,: @, 
berücksichtigt zu werden, und es wird zusammengefaßt 
4 ik’ 4 ik’ 
mr 
cos’ py° \ f» it) 9, (ih). dit) z k sin’, \ f, eh) g,(it)-dlit)| (32). 


Ö Ö 


W=-—-2u,bM?’-ik 





Im ganzen handelt es sich dann noch um die Ermittlung der folgenden drei Integrale: 


HiR? +iR' 
Ä neun 16n EEE SEN © \an-“" LTE did... . (886), 
ü D 
FIR’ ; ’ 
I, \# sn won = 6.7 EEE 5; 1 
() 
Mit ihrer Hilfe läßt sich (32) ausdrücken durch: 

W=-2u,b M?’-ik-|cos’y,-1, = ksn’yp. (K’1l,+(EF-K)lL) . . . (2a). 





Auch im vorliegenden Falle lassen sich alle drei Integrale in geschlossener Form auflösen. 
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4. 31. Die Auswertung von /,. Erweitert man in dem Ausdruck (33a) für /, Zähler und 
Nenner mit dn (if), so läßt sich für den Nenner schreiben: (1- k?sn?(if))’, während im 
Zähler das Differential von sn if steht. Setzt man daher 2=snif, so geht /, über in ein 
Integral zwischen den Grenzen 0...?®, das zu nehmen ist über (1- k?z?)”. Man findet 
daraus leicht nach elementaren Methoden oder durch Anwendung des Residuensatzes 
tik’ 

“en(tih) Il ni 

— — + A(it 
\un’(n ) 


. (34a). 


_— 
m 


Nach dem Aufbau des Integranden muß in der Tat der Wert des Integrals positiv imaginär 
werden. 

4.32. Die Auswertung von /,. In (33b) ist, abgesehen vom Faktor it, der Zähler des 
Integranden darstellbar durch d(dn if). Dann kann aber auch der ganze Integrand, abgesehen 
von if, als vollständiges Differential geschrieben werden, und es kommt zunächst heraus 

gi ik’ t iK’ 
| | | dad) 
eg ‚\ün:-dl| Fi z \ "re 
: Bu*. An? it 2Kk? \dm?it 
0 0 
Im rechten Integral setze man if = «+ h. Dann geht es über in ein Integral zwischen den 
Grenzen  K und N +iK’ mit dem Integranden dn?.r:%k’?, so daß resultiert 


-[E(-K+iK)— Ei K)]. 
Mit Hilfe bekannter Transformationsgleiehungen '') für die Funktion E (uw) ergibt sich daraus 
sofort 

ik’ 


I, \(n- 


sn(tf)-en(tif) ı i{i&K— A 
-(l(if) 


>) 
Adn®(ih) 2 1,2 42 (34 b). 


4.33. Die Auswertung von /,. Die Auflösung dieses Integrals gelingt nach demselben 
Verfahren. Wegen dE(r)- dn?’. erhält man nach der partiellen Integration unmittelbar: 

+iK’ 

sn (if)-en(if) ih’ 

(if) wre det z 

I,—\ Ei) dn’ (in det) >: 


Ö 
Damit sind alle drei Integrale explizite ausgewertet. 


4.4. Der endgültige Ausdruck für die magnetische Energie. Um den Ausdruck für W 
zu erhalten, hat man jetzt nur noch die Werte für /,, I, und I, nach (3ta, b, ec) in (32a) ein- 
zusetzen. Nach Forthebung einzelner Faktoren entsteht zunächst 


2 u,b AM?’ 


| 
| 
BL | 4 


-. 


cos’ Po + sin? Vo° | N? 


N E | ) | 
| 


In Rücksicht auf eine kürzere Schreibweise werde die Hilfsgeröße 


t | K’— Ey 
IK '® a ä 


CD Ft 
er .)A 
7 | k’ p. | ( c ) 


eingeführt. a, ıst eine dimensionslose, reelle Zahl, die stets positiv und größer als 1 ist, so- 
lange 4° 0 ist. Drückt man noch cos’g, und sin’g, durch den cos des doppelten Winkels 
aus, so folgt schließlich als endgültige Beziehung für die magnetische Energie 
| | a | | 
7 2 | 1 na 9 lo m 
y | TU, b MF- (1 +4 a). | e 10089 Ws. ...65). 
Damit sich die magnetische Energie tatsächlich in Ws ergibt, sind in (35) b in em und 
M in A zu messen. ., hat die Dimension H/em und den Zahlenwert 4:7 10°. 
Ist der Luftspalt 5 klein, so ist A nur wenig kleiner als 1, und für k>1 geht a, 
logarıthmisch gegen unendlieh. Man kann für kleine d die Größe a, auch unmittelbar in 
Abhängigkeit von d anschreiben. Das gelingt durch den Ubergang zu den Thetafunktionen. 


10) So z.B. Whittaker and Watson, Modern Analysis, Cambridge 1927, p. >20. 
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Weeen rT=iK|K und K—=n9,?/2 läßt sich A’ in der Form schreiben: K’ = (d,°/2) In (l/q). 
Daregen gilt für (K’— E’)/ k’ die Beziehung: 

— In — (9. — (9, I/®B))—1. 

a 4 . 


\us bekannten Formeln geht hervor, daß der Modul y9=-exp(zir) der Thetafunktionen auf 
(‚rund von (3) zu ö in der Beziehung steht: 


. 
ww 


' I: 2 ea 5 
; ist also selbst bis zu einem Luftspalt von 10°, des Radius der Ständerbohrung eine sehr 
kleine Zahl. Es genügt deshalb, in den Reihenentwicklungen der Thetafunktionen nur die bei- 


len ersten Glieder beizubehalten. Auf diese Weise ergibt sich als Näherungsformel für «;: 


eg l. ach. | ' 8 Fr: 

(0 1 + 5‘ ! 9 -2.In ) I+0+ 9 ee "5 7 

Diese Formel liefert den Wert von a, für d-Werte von 0...0,1 bis auf drei Stellen 

venau. Zur Berechnung von a, für größere d-Werte stehen die Tafeln für die elliptischen 

Normalintegrale zur Verfügung. In ihnen sind die Werte für die vollständigen elliptischen 

Integrale für gewöhnlich in Abhängigkeit vom Modularwinkel angegeben. Nach (3) besteht 

aber zwischen dem Modularwinkel « von A’ und dem Luftspalt 5 eine sehr einfache Be- 

ziehung, so daß die Benutzung der Tafeln keine Schwierigkeiten macht. Die nachstehende 
l'abelle enthält die Werte von a, für einige Werte von u bzw. o. 


Tabelle. 








u ) (dl; uU Ö dt, 

00 ) 80 0.1609 2,1989 
100 0,9125 1,0077 82 9 0.1307 2.3353 
2() 0 0.8237 1.029] 84 RE TE >. 5606 
300 0.7321 1.0746 0,0800 2,1422 
40 0,6360 1.1419 6° 0.0675 2,8833 
50 9 0.5337 1.244? 0.0500 3.1302 
6509 0.4227 1.4028 889 0,0343 3.1399 
Ben z. 8 4 

70 0.2998 1.6614 0,0173 1.0001 
75° 0,2328 1.8625 0,0100 1.4472 
77° 0,1972 1,9960 0,0050 3.0110 








Der Ausdruck (35) für die magnetische Energie hat ın bezug auf 9, notwendigerweise 
die Periode , denn die magnetische Energie darf sich nicht für zweı Stellungen des Läufers 
unterscheiden, in denen nur die Ober- und Unterseite vertauscht sind. 


4.5. Der spezielle Fall k=1. Der schon früher unter 3. 85 behandelte Grenzfall Ak = I 
einer Ständerbohrung ohne Läufer führt auch für die magnetische Energie zu einer besonders 
einfachen Beziehung. Sie kann in diesem Falle natürlich nicht mehr abhängen von der Lage 
der Nullachse des Potentialbelags zum Läufer. Für k% = 1 wird mithin dasjenige Glied in (35), 
das diese Abhängigkeit verursacht, verschwinden müssen. Das trifft in der Tat zu, denn für 
"—=0(0 wird E=K’— a]2 und lim (A’ — F)/k"”"—n]4. Daher wird für X’ —=0 und a, =1 


| 


“4 


w” u,ab. M?° [Va aR De 4 


II” ist hierin die magnetische Energie des Drehfeldes bei einer Ständerbohrung ohne Läufer. 


5. Das Drehmoment der Drehfeldmaschine. 


5.1. Das Drehmoment im synchronen Lauf. Um die Beziehung für das Drehmoment zu 
gewinnen, geht man am einfachsten von dem Ausdruck für die magnetische Energie aus. In 
(39) bedeutete y, den Winkel zwischen der Nullachse des Potentialbelags und dem Läufer, der 
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in "Abb. 3 oder 6 mit der Richtung der .-Achse zusammenfiel. Stattdessen soll jetzt der 
Läufer eine beliebige Lage haben und gemäß Abb. 7 gegen eine im Raum festliegende Be- 
zugsachse um den Winkel y, geneigt sein. Alle im folgenden vorkommenden Winkel mögen 
im übrigen positiv gezählt werden in der Umlaufsriehtung des Drehfeldes.. Da die den 
Strombelag erzeugenden Wicklungzen zum Ständer festliegen, soll auch die Nullachse dieses 
Belages zunächst auf eine mit dem Ständer starr verbundene 


BR DEE 
5 srombelag (‚erade bezogen werden. Als dlerartiee Bezugsgerade kann 

Fass Y 2. B. derjenige Ständerdurehmesser dienen, in dem die Bild- 

von Phaser ebene die Meridianebene des mittleren Leiters der ersten der 
YO 4 \ drei Phasenwicklungen schneidet. Der Winkel zwischen der 
St | partanene positiven Riehtung der Nullachse des Strombelags und diesem 


Durchmesser werde mit g (f) bezeichnet, da er im allgemeinen 


Idezugsachse 
| von der Zeit abhängen wird. Ist dann noch 9, der Winkel 


Sn 


Ä zwischen dem Durchmesser und der zuerst erwähnten, im Raum 

\ Y 77, pr . . . 5 vo. . 
I 7 HUME festliegenden Bezugsachse, so gilt für den Winkel y,, zwischen 
nn er ' ‘ s Ar un Pan 
a der Nullachse des Strombelags und dem Läufer gemäß Abb. 7 


Abb. 7. Erklärung der Winkel in die Beziehung: Yos—g D)-+y s Ir 

(il. (39) für das Drehmoment. Im In (35) handelt es sich aber um die Nullachse des 
Bild int p0, statt 96 zu Jesen. Potentialbelags. Berücksichtigt man die Ausführungen in 

der Fußnote 3, so erhält man sofort für den Winkel y, in der früheren Bedeutung die Gleichung: 


p,+7l2. 


Ist » wie üblich die Kreisfrequenz der zeitlichen Grundwelle des die Wieklungen dureh- 
fließenden Stroms, so ist g(P) wesentlich identisch mit of. Der Ausdruck (35) für die 
maenetische Energie läßt sich daher auch in der Form schreiben: 


9%, =0,+ 2/2 J ()-+y, 


| | Aa N Ä 


W Tin bM’.-(l+a,):-|l ”Z | cos! (ot+ wg; 0) » =»... (85b). 
) 1 
Nach einem bekannten Satz der Elektrodynamik ergibt sich daraus für das Dreh- 
moment D, am Läufer im Sınne zunehmender g,, d.h. im Sinne des Drehfeldumlaufs: 
D,=0 Wied, — nu, M?-(a, l)-sın2(ot + po, — 9,) Ws. (39). 
f 
| NT Aus (39) geht hervor, daß bei Stillstand 


| | + .. ® r D x 
/ | des Läufers während jedes Umlaufs des Strom- 
belaes das Drehmoment seine Riehtung wechselt. 


Auch mit einem Sachen Läufer kann der Motor 


somit nieht von selbst anlaufen. Differenziert 
Pi man andererseits (35b) nach y,. so ergibt der 
fi Vergleich des Resultats mit (39) sofort, daß auf 


den Ständer ein gleichgroßes, aber entgegen- 
vesetzt gerichtetes Drehmoment wirkt wie auf 
den Läufer entsprechend dem Prinzip von Aktıon 
und Reaktion. 


Sind Läufer und Strombelag bei ihrem Um- 


„m 
Qn? 


> 


lauf im Synchronismus, so ist bei festliegendem 
Ständer der Winkel »f+g,— g, zwischen der 
Nullachse des Strombelags und dem Läufer 
zeitlich unveränderlich. Wird dieser Winkel der 
Kürze halber mit a, bezeichnet und positiv 
eezählt, wenn der Läufer im Umlaufsinne des 





Abb. 7a. Der Verlauf des Drehmoments in Abhängig Drehfeldes ler positiven Rıehtung der Nullachse 
keit des Voreilwinkels @p bei konstanter . ‚lit ) x . 
it « reilwin } nstanter Amplitude des Strom belaes nacheilt. so entsteht 


der Phasenspannung. 


(s) 
D, .) 


Wird andererseits der Winkel «a, zwischen der positiven Richtung der Nullachse des 
P’otentialbelags und dem Läufer positiv gezählt, wenn der Läufer im Umlaufsinne des 
Drehfeldes der Nullachse voreilt, so gilt wegen (z/2)-+ a, 

pp") | 


1 -) 


7u,b M? (a, I)-sın 2a, (mit \a, a2) Ws (40a). 


a,=7 statt (4Va) die Gleichung: 


zu,bM’-(a, 1-sin2a, (mit a, 2) Ws (405). 
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Die Maschine mit flachem Läufer vermag also im synchronen Lauf auch ohne Gleich- 
tromerregune im Sinne des Drehfeldes ein Drehmoment zu entwickeln, wenn der Läufer 
Iabei entweder der gerichteten Nullachse des Strombelages nacheilt oder der des Potential- 
‚elages voreilt. Das Maximum des Drehmoments liegt bei einem Stellungswinkel von 45°. 
Wilt der Läufer im synehronen Lauf z. B. der Nullachse des Strombelags vor, so müßte wegen 
),< 0 zwecks Aufreehterhaltung des synehronen Laufs ein äußeres Drehmoment aufgewendet 
werden ''). 


6. Die Verteilung der Induktion am Läufer. 


6.1. Die Formel für die Induktionsverteilung am Läuferumfang. Die Verteilung der 
Induktion am Läuferumfang verdient insofern einiges Interesse, weil sie die physikalische 
Ursache für das Zustandekommen des Drehmomentes im synehronen Lauf bei fehlender 
Gleiehstromerregung deutlich hervortreten läßt. Am Läufer kann im Gegensatz zum Ständer 
die Induktion nur eine Normalkomponente haben, da der Läufer keine Ströme führt. 














In Abb. 5 bedeute rn die Normale eines Pen 
Punktes der Läuferoberlläche. Wird sie in der 4 j 
vezeiehneten Riehtung positiv gezählt, so ist die | 
in derselben Richtung genommene Komponente ur N cständer iysir 
der Induktion B u,.(0 D,/On). Hat sie ee: | M | 
einen positiven Wert und liegt der zugehörige / N . in-2ik Va 
Punkt auf der Oberseite des Läufers, so ist die [. Pr N zik! 
Induktion vom Läufer fort ın den Luftraum  —————i -I FE = 
hineingerichtet. Liegt aber der zugehörige Punkt Yaufer In Pr / int 
auf der Unterseite des Läufers, so bedeutet ein \ > “ _ 
positiver Wert von B eine gegen die ‚Läufer- N 2 2 | 
oberläche gerichtete Induktion. Da = und n a Ten hie Sprungschicht in Zu 
in Abb. S dieselbe gegenseitige Lage haben wie ern a Ar | 
die positiven Richtungen der .- und -Achse des 2. 
Koordinatensystems der z-Ebene, so kann für B 


auch geschrieben werden: B= u, : (0 Y,I0.e), worin Y, nichts weiter ist als der dureh (26) 
bestimmte Ausdruck. Da in (26) Y, in Funktion von if gegeben ist, so gilt für B auch die 


Darstellung: 
oO Pl id Ali 


„(r) A 
B,, It, ih 5 (41) 
und . ist hierin gegeben dureh 
R 
2 „(dndih WEN : a ER Re ete S 


eine Beziehung, die aus (5) hervorgeht, wenn darin « durch it — K ersetzt wird. 


Für das Folgende ist es bequemer, statt if die unabhängige Variable ö, it+iKR' 
zu benutzen. An Stelle von (41a) tritt dann die Relation: 


R ., enfin) - dn(in) 


X a 
k: 


sn(in) ‚(Alb). 


/ur bequemeren Übersicht ist in Abb. 8 die Zuordnung zwischen den einzelnen .«- und »- Werten 
noch einmal besonders dargestellt. Setzt man auch noch in P,(y,,it) statt it die neue 
Variable ein und führt im übrigen die durch (41) vorgeschriebenen Operationen aus, so 
resultiert schließlich für B der folgende Ausdruck: 


w„MI2.. dafin)-£K'- Eli)+in-(E-K'N— Eoeniy-snin | Vs 
isingy' cos g,| 


») 
R zı Andy) ent) | 


RB 
I . 2 
em 


Andert sich in (42) in um +2-iK’, so behält B seinen Wert. Dagegen kehrt der 
zugehörige Wert von x nach (41b) sein Vorzeichen um, und aus einem Punkt «, der vorher auf 
(ler Oberseite des Läufers lag, wird ein Punkt mit der Abszisse — .r, der auf der Unterseite 


11) Die Gl. (39... 40) für das Drehmoment enthalten als Kenngröße der magnetischen Erregung die Amplitude M des 
Drehfeldes. Die Beziehung, die M mit der Amplitude / der drei Phasenströme verknüpft, ist jedenfalls unabhängig vom 
Winkel zwischen Läufer und Nullachse. M und / sind daher direkt proportional. Dies gilt nieht mehr für die Gleichung 
wischen M und der Effektivspannung Ug zwischen Anfang und Ende einer Phasenwieklung. Sie enthält vielmehr ein 
(lied, das von diesem Winkel abhängt. Führt man daher in (40) statt M die Spannung Uy ein, so ergibt sieh für die 
\bhängigkeit des Drehmoments von «@, eine kompliziertere Beziehung. Durch eine Näherungsreehnung erhält man für 
diese Abhängigkeit von “p=)} den in Abbildung 7a dargestellten Verlauf. » ist hierin die Windungszahl je Phase. 


.)*) 
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des Läufers liegt. Zu zwei derartig gelegenen Punkten der Läuferoberfläche geliört also zwar 
derselbe Absolutwert von B; treten aber für den Punkt x die Induktionslinien aus dem 
Läufer aus, so treten sie gemäß der getroffenen Vereinbarung für den Punkt — x in den 
Läufer ein. 

Liegen die beiden Punkte der Läuferoberfläche auf derselben Seite des Läufers, im 
übrigen aber symmetrisch zur Mittelachse (a,), so gehören zu ihnen zwei n-Werte, die entweder 
zum Punkte 7-0 symmetrisch liegen, also entgegengesetzte Vorzeichen haben, oder zum 
Punkte „ 2 K’ symmetrisch liegen. Für zwei solche »7-Werte kehrt allein der Bruch in 
der eekieen Klammer von (42) sein Vorzeichen um, und die zugehörigen B-Werte sind daher 
im allgemeinen nicht mehr einander gleich. 


6.11. Die Art der Aufzeichnung der Induktionsverteilung. Der Ausdruck (42) ıst für 
die graphische Aufzeichnung der Verteilung von B über die Läuferoberfläche nicht geeignet, 
falls man darauf ausgeht, ein möglichst diehtes Netz von Kurvenpunkten zu erhalten. Glaubt 
man Jedoch, sieh mit einem ungefähren Bild der Induktionsverteilung begnügen zu können, 
so kann man sieh für den Entwurf dieses Bildes die Tatsache zunutze machen, daß die in (42) 
auftretenden elliptischen Funktionen für die drei speziellen Werte „=0 und n= + K']2 
explizite angegeben werden können. Man wird also zunächst für diese drei Punkte mit 
Hilfe von (41b) die drei zugehörigen «-Werte und dann mittels (42) auch die zugehörigen 
B-Werte berechnen. Um den Kurvenverlauf trotz dieser geringen Punktezahl noch genügend 
venau anzugeben, bestimmt man zweckmäßig für die genannten drei Punkte auch noch den 
Wert von dBb/d.r. 

Bei der Auswahl spezieller Punkte mußten die Werte „= + K’ bzw. = + R(1—0) 
unberücksichtigt bleiben, weil der Bruch in dem Ausdruck (42) für 7 = + K’ unendlich groß 
wird. Dieses Ergebnis ist nieht überraschend, denn den Werten 7 + K’ entsprechen in 
der z-Ebene die beiden scharfen Eeken des unendlieh schmalen Läufers, und von ähnlichen 
elektrostatischen Problemen her ist bekannt, daß an solchen Stellen die Feldstärke einen 
unendlich großen Wert annimmt. 
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Abb. 9% Die Verteilune der Induktion über den Läuferumfang bei 
einem Winkel von 45" zwischen Nullachse des Potentials und Läufer. 


6.12. Die Verteilung von 1 längs der Läuferoberfläche in einem bestimmten Fall. 
Diskussion. Nach dem soeben beschriebenen Verfahren wurde ın Abb. 9 die Verteilung der 
Induktion über den Läuferumfang für den Fall aufgezeichnet, daß die Nullachse des 
Potentialbelags mit dem Läufer einen Winkel 9, 45° bildet und # = cos SS" ist. 

In dem Bilde sind diejenigen Werte der Induktion, die sich z. B. auf die Oberseite des 
Läufers beziehen, auch vom Läufer aus nach oben aufgetragen worden und umgekehrt. Die 
Länge der eingezeichneten Pfeile, die zwischen Kurvenbogen und Läufer zu nehmen ist, ist 
ein Maß für die Größe der Induktion in dem Punkt der Rotoroberfläche, auf den sie auf- 
treffen. Die Richtungen der Pfeile dagezen geben an, ob die Induktion an der betreffenden 
Stelle in den Rotor eintritt oder aus ıhm austritt. 
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Aus dem Bilde ist deutlich ersichtlich, daß die Induktion in zwei gerenüberliegenden 
Punkten des Läufers im allgemeinen nicht denselben Wert hat. Das steht im vorliegenden 
"all nicht im Widerspruch mit dem bekannten Satz '”), daß die Normalkomponente der Induktion 
tetig durch die Fläche gehen muß. Im Gegenteil erklärt sich gerade aus der Verschiedenheit 
er Induktion in zwei solchen Punkten das Zustandekommen des Drehmomentes im synehronen 
\,auf. Bekanntlich erfährt jedes Eisenstück in einem magnetischen Felde eine Zugkraft, die 
»ro Flächeneinheit seiner Oberfläche proportional dem Quadrat der Normalkomponente der 
Induktion an der betreffenden Stelle ist. Würde man sich in Abb. 9 über dem Läufer 
ın Stelle von B den Wert B? aufgetragen denken, so würden natürlich auch die Werte von B? 
ın zwei gegenüberliegenden Punkten des Läufers verschiedene Größe haben. Es wird also 
»ine Zugkraft nach jener Seite hin resultieren, auf der die größeren Werte von B auftreten. 
m Falle der Abb. 9 entsteht also ein Drehmoment, das den Läufer ım Uhrzeigersinn zu 
Irehen trachtet. Damit in diesem Bilde der Winkel zwischen der Nullachse und dem Läufer 
von der Zeit nicht abhängt, hat man sich demgemäß vorzustellen, daß auch die Nullachse, 
| h. das zugehörige Drehfeld, im Uhrzeigersinne rotiert. Dann eilt aber tatsächlich der 
Läufer der positiven Richtung der Nullachse vor, und nach den Ausführungen im letzten 
\bsatz von 5. 1. entwickelt der Läufer dabei ein Nutzedrehmoment. 


7. Die magnetischen Flüsse in der Maschine. 


7.1. Allgemeines. Der Ausdruck für den magnetischen Fluß, der zwischen zwei Punkten 
des ebenen Feldes hindurehtritt, läßt sich leicht aufstellen. Für den vorliegenden Zweck 
venügt es vollständig, von vornherein nur zwei solche Punkte ins Auge zu fassen, die nach 
ihrer Übertragung in die «-Ebene ein und dieselbe Abszisse s haben. Wegen B, 1. 0®%lös 
wird der Fluß, der über die axiale Breite b des Feldes zwischen den Punkten f, —- f, mit 
ler Abzisse s in Richtung zunehmender s hindurehtritt: 


ta ifo 
Un h ° 
(yo: 8:1, t,) b-\(oP/ds)- dt: -\(oPlos)- dh. 
f, it, 


Sind ? und Y der reelle und imaginäre Teil von 2 (g,, u) für einen beliebigen Wert von u, 
so ist oP/0Os 0 Plot--i-o Vlotit) und mit Hilfe der voranstehenden Gleichung erhält man 
sofort: 


0 (o,.;:5;t,1.)= u, db: [P(o,; 8, it) — Plo,;8,it,) VS. 2 2 x» + MB). 
Yo ı "2 Fo, ®, #9 / 2 


Damit ist wenigstens formal die Berechnung des magnetischen Flusses unter den angegebenen 
besonderen Bedingungen bereits durchgeführt. Für ein beliebiges s wäre es allerdings 
schwierig, mit Hilfe von (43) zu einer für die numerische Berechnung brauchbaren Endformel 
zu eelanzgen. Dazu wäre es nämlich erforderlich, die Gl. (24) für ein beliebiges « in ihren 
reellen und imaginären Bestandteil aufzulösen. Es hat aber auch kein großes Interesse, die 
Aufgabe in dieser Allgemeinheit weiter zu behandeln. In erster Linie ist nur die Kenntnis 
der magnetischen Flüsse am Ständer- und Läuferumfang von Wichtigkeit. Für diese beiden 
Ränder des Feldes hat aber s die speziellen Werte o und — KA, und nach (25) und (26) sind 
für sie die zugehörigen Y-Funktionen bekannt. 


7.2. Der Ausdruck für den Windungsfluß am Ständer. Bei einer zweipoligen Wicklung 
umspannt eine Windung den halben Ständerumfang. Um den durch diese eine Windung des 
Ständers gehenden Fluß zu berechnen, ist in (43) zunächst für die Funktion Y die Funktion ', 
von (25) zu setzen. Da überdies für zwei Punkte, die um den halben Ständerumfang vonein- 
ander abstehen, f,#, +2 K’ ist, so erhält man in Rücksicht auf (25) für den Windungstluß 
am Ständer ohne weitere Rechnung: 


2u,bM 


= .dndag) [reos9s 2ising, AK - klit,) it (K'—- E\|Vs (44). 
® 1 


Ip, tk,) 20,b-P lg o‚#E,) 


+) 


In (44) ist öt, der Ort des Windungsleiters, der in der u-Ebene, Abb. 3, die kleinere Ordinate 
hat, und der Fluß zählt positiv in Richtung vom Luftraum in den Ständer hinein. 


12) Diese Stetigkeitsforderung wäre hier nieht angebracht, denn innerhalb des Läufers besteht in seiner Längs 
ichtung trotz seiner mathematisch unendlieh kleinen Dieke doch ein endlicher Fluß. Die Herleitung des Satzes vom 
stetieen Durchgang der Normalkomponente setzt aber gerade voraus, daß der Fluß durch die in erster Ordnung un- 
endlich kleine Schmalseite des Prismas vernachlässigbar klein ist gegeniber dem Fluß, der aus den endlichen Seiten- 
lüchen des Prismas austritt. 


‚.),)@ 
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7.21. Der Windungsfluß in zwei speziellen Fällen. Bei der Erörterung des Windungs- 
flusses soll hier nur auf die Frage einzegangen werden, in welchem Grade seine Größe be- 
einflußt wird dureh die Stellung des Läufers, wenn die der Betrachtung zugrunde gelegte 
Windung gerade denjenigen Teil des halben Ständerumfangs umfaßt, der von den negativen 
Werten des Potentialbelags ausgefüllt wird. Zwischen den beiden Windungsleitern hat dann 
der Fluß durehwee nur die Riehtung vom Luftraum zum Ständer. Die Größe dieses Flusses 
aber hängt noch ab von der Stellung des Läufers. 

Hat im ersten Falle der Läufer dieselbe Richtung wie die Nullachse des Potential- 
helags, so wird der Windungsfluß ein relatives Minimum haben, denn bei der angegebenen 
lage liegt der Läufer in seiner ganzen Länge in einer Aquipotentiallinie des Feldes. Seine 
Anwesenheit stört daher die Verteilung des Feldes nicht. und der Fluß muß dieselbe Größe 
haben. als wenn gear kein Läufer vorhanden wäre. Die Größe des Flusses ergibt sich aus 
(44), wenn darin 9,0 und if, —=0 gesetzt wird. Daher gilt 


Q,=2ub5M Le ee 


Im zweiten Fall stehe der Läufer senkrecht zur Nullachse des Potentialbelags. Für 
den Fluß muß sieh dann ein absolutes Maximum ergeben, denn der Läufer liegt in dieser 
Stellung den Extremwerten des Potentialbelags gerade gegenüber und unterstützt in dieser 
Lage mehr als in irgendeiner anderen die magnetische Leitfähigkeit des Luftraums. Nach 
Abb. 3 muß für diesen Fall y,=7/2 und it, =iK’ gesetzt werden. Auf Grund von (44) 
erhält man dann für den Maximalwert des Flusses 


.) 


ep EEE A u 5 Be en... 
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Für einen Luftspalt 9 1"/, des Radıus der Bohrung wird 2 Kar =98. 
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Abb. 1. 


7.3. Der innere Fluß des Läufers. Bei der Anwendung von (43) auf den Läufer ist 
die reehtsstehende Funktion Y/ mit s=  K zu ersetzen durch die Funktion Y, der Gl. (26). 
Im Gegensatz zum Ständer interessiert für den Läufer vor allen Dingen die Frage nach dem 
Fluß, der zemäß Abb. 10 zwischen den Punkten «,«a,„ längs der Läuferoberfläche über 
4, 4,0, aus dem Läufer austritt. Da das Läufereisen ohne wahren Magnetismus sein sollte, 
so ist dieser Fluß 9, 9. gleich dem Fluß — 9,, der ım Punkte a, oder a, in Richtung der 
-Achse im Innern des Läufers selbst fließt. Ist in der «-Ebene — it, die Ordinate von a,, 
so hat «a, die Ordinate + if, und mit Hilfe von (26) und (43) ergibt sich für @, sofort die 
Beziehung: 


kr sn et: „,.,S5n(it)-en(it,)\.. . R 
I,lya.ih,) Mob Medndie A .Elit,)— it, (K’—-E’)—k’K dndit) sing o Vs (8). 
Da in der «Ebene zu a, die komplexe Zahl N it, gehört, so gehört nach (5) in der 
--Ebene zu «a, der Punkt: 

I ' vn 
= „.tdndih,) FREIEN: . 5 er 


Nach (45) verschwindet der innere Fluß im Läufer für 9,=0. In der Tat stehen in 
diesem Falle die Läuferenden gerade den Nullwerten des Potentialbelags am Ständerumfang 
vegenüber. Setzt man dagegen in (45) für öf, den Wert 27K’ - it, so bleibt 9, unverändert, 
lageren wechselt zufolge (45a) „x sein Vorzeichen. Die Verteiluneskurve des inneren Läufer- 


flusses über der Länge des Läufers liegt also für jedes q, symmetrisch zur Achse. 
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7.31. Der Verlauf des inneren Läuferflusses. Mit Hilfe der Gleichung (45) ıst in Abb. I1 
‚lie Verteilungskurve für den inneren Läuferfluß nach demselben Verfahren ermittelt worden 
wie im Abschnitt 6. 21 der Induktionsverlauf. An den Enden des Läufers hat die in Rede 
tehende Kurve eine vertikale Tangente, da dort die Induktion einen unendlich großen Wert 
ınnimmt. In der Mitte des Läufers für ,=K verläuft die Tangente horizontal. Es liegt 
dort also für den Läuferfluß ein Maximum vor. Durch Grenzübergang findet man aus (45) 
für Q,(max) die Beziehung: 


| 
Q,(max)= 1, bM- "SIng, fr (46). 
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Abb. 11. Die Verteilung des inneren Läuferflusses über die Länge des Läufers. 


7.4. Die Streuung der Maschine. Steht die Nullachse des Potentialbelags senkrecht 
zum Läufer, so erreieht nach (46) der innere Läuferfluß 9, seinen absolut größten Wert 9,,, mit 


| K' E' . 
Urm mm 7 U, h M / J;’ \ S . . . R r } j ; . R ( ba). 


Dieser Wert muß auf jeden Fall kleiner sein als der Ständerfluß 9,„ nach (44b) bei der- 
selben Lage der Nullachse, denn ein großer Teil der Kraftlinien, die von Punkten positiven 
Potentials am Ständer ausgehen, nimmt anstatt durch den Läufer seinen Weg zu den Punkten 
negativen Potentials unmittelbar dureh die Luft. Wird das Verhältnis = (0, — I rm): sm 
in der (44b) und (46a) entsprechenden Bedeutung dieser Zeichen als die Streuung der Maschine 
bezeichnet, so berechnet sich für sie der Ausdruck '*) 


o—=] U: a a a EEE Mar Be ra ra. Asa Lee 5 Am). 


Enthält die Ständerbohrung gar keinen Läufer, so ist der gesamte Ständerfluß in dem 
hier gebrauchten Sinne ein Streufluß, und es muß daher für 4’ =0 o=1 werden. Das ist 
nach (47) der Fall. Für die anderen Werte von 4’ zwischen O und 1 ist der Verlauf von 6 
ın Abhängigkeit von d in Abb. 12 aufgetragen. Wird $=0, so geht 6 U wie /In (4/5), denn ın 
dem Falle, wo der Läufer zwischen zwei diametral gegenüberliegenden Punkten eine mag- 
netisch leitende Verbindung herstellt, kann es überhaupt keine Streuung geben. 


13) Mit den dureh die Gl. (44) und (46a) eingeführten Abkürzungen Q%, Qsım Qrm läßt sieh die Größe a, der 
(‘l. (35a). die in der Beziehung für die magnetische Energie auftritt, in der Form schreiben: 
a (sm? Qr m’): 9°: 
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Abh. 12. Die Streunnge der Maschine in Abhängigkeit vom Luftspalt 0, 


8. Schlußbemerkungen. 


/um Schluß verdient noch die Frage erörtert zu werden, wieweit man sich von der 
Voraussetzune des unendlich schmalen Läufers im Rahmen der übrigen Annahmen freimachen 
kann, ohne in den Rechnungen die strengen Forderungen der Theorie preiszugeben. Um auf 
diese Frage eine Antwort zu „eben, ist es zweekmäßig, ihre Erörterung getrennt auf 
dieselben beiden Hauptprobleme zu beziehen, in die auch schon die voranstehende Arbeit 
zerfällt. Das eine Mal wäre also die Frage vom Standpunkt der reinen Abbildungs- 
aufgabe zu betrachten und das andere Mal vom Standpunkt der Lösung des zugehörigen 
Dirichletschen Problems. 


Im Hinblick allein auf die Abbildungsaufgabe würde es keine nennenswerte Erhöhung 
der reehnerischen Schwierigkeiten bedeuten, wenn man an Stelle des im Querschnitt zu einer 
(‚eraden entarteten Läufers einen Läufer mit endlichem Querschnitt annähme. Da auf jeden 
"all bei einem stromlosen Läufer die Oberfläche eine Äquipotentialfläche ist, so wird man 
nach Abb. 3 in der w-Ebene an Stelle der bisher als linke Begrenzung des Rechtecks 


dienenden, dureh den Punkt K eehenden Parallelen zur t-Achse auch irgendeine andere 
zwischen O und K liezende Parallele als Beerenzung wählen können. In der z-Ebene wird 


dieser neuen, linken Begrenzungslinie des Rechteckes eine Kurve entsprechen, die, abgesehen 
von dem Einschnitt, die Gerade «a, «a, umhüllt, aber noch innerhalb des äußeren Kreises ver- 
läuft. Für die Reehnung stände dann dem nichts im Wege, für den Läufer eine Querschnitts: 
form anzunehmen, deren Kontur von eben dieser Kurve gebildet wird. Es liegt die Ver- 
mutung nahe, daß diese die Punkte a,a, umgebende Kurve zur z-Ebene eine Ellipse ist. 
Dies wäre sehr bequem für die praktische Herstellung eines solchen Läufers. Diese Ver- 
mutung trifft aber nieht zu. Die den Parallelen zur t-Achse zwischen 0 und — ÄK entsprechen- 
den Kurven der z-Ebene sind vielmehr Kurven vierten Grades. Man kann sie definieren als 
den geometrischen Ort für alle Punkte, von denen aus eine Ellipse stets unter demselben 
Winkel zu sehen ist. Sie haben daher eine in der Mitte breitere Gestalt als eine Ellipse. 
Das von der Ebene Gesagte eilt nach Abb. 5 auch von der »-Ebene, und die linke Be- 


erenzune des Rechteekes der r-Ebene, die bisher dureh den Punkt 1/2 einz und die dem zur 
Geraden entarteten Läufer entsprach, würde dann von einer Parallelen zur Achse ®, durch 
einen zwischen O0 und 1/2 gelerenen Punkt gebildet werden. Wird dieser Punkt durch 


a2 bezeiehnet, worin 0 a< 1 ist, so würde bei der Abbildung des Rechteckes der 
Ebene auf den Kreisring der Z-Ebene der bisherigen Gl. (9) des Textes die Gleichung ent- 
sprechen o; exp (— rtalär). 


Während es demnach möglich ist, die reine Abbildungsaufgabe auch noch für einen 
Läufer mit endlichem Querschnitt zu bewältigen, wenn dessen Berandung von der oben er- 
wähnten speziellen Kurve vierten Grades gebildet wird, gelingt es im allgemeinen nicht mehr, 
das zueehörize Diriechletsche Problem zu lösen. Denn für ein beliebiges a zwischen O0 und I 
läßt sieh keine einfache rationale Beziehung zwischen dem Modul r der Thetafunktionen ın 
(10) und dem Modul r der Thetafunktionen von (Da) herstellen, wie das noch im Text für 
den Fall a 1 geschehen konnte. Allenfalls ließe sieh noch eine solehe Lösung für einzelne 
diskrete Werte von a finden. Für den allgemeinen Fall eines Läufers mit endlichem Quer- 


schnitt müßte daher für die Lösung ein anderer Weg beschritten werden. 200 
2 
er 
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Der Spannungszustand der durch eine Finzelkraft im Innern 
beanspruchten Halbscheibe. 
Von Ernst Melan in Wien. 


dureh eine Gerade beerenzt, sieh ins Unendliche erstreckt, ist bislang für den Fall einer 
m Innern angreifenden Einzelkraft noch nieht riehtig gelöst worden '). Nachdem dieses 
Problem gegenüber der bekannten Lösung für die am Rande angreifende Einzelkraft ver- 
‚ältnismäßig größere praktische Bedeutung besitzt, sei dasselbe hier kurz behandelt. 


N)“ Aufgabe, den Spannungszustand in einer Halbscheibe zu ermitteln, welche, einseitig 


1. Wir lassen die Halbscheibe mit der Halbebene der positivon .„« zusammenfallen, so daß 
der Seheibenrand durch die Gerade x 0 dargestellt wird. Der Angriffspunkt der der Größe 
ınd Richtung nach gerebenen Einzelkraft habe die Koordinaten za und y==0. Die Kraft 
‚erlegen wir in ihre beide Komponenten parallel zu den Koordinatenachsen und nennen diese 
dann positiv, wenn sie in die Richtung der negativen X- bzw. Y-Achse fallen. Im übrigen 
wird der Einfluß jeder dieser beiden Komponenten getrennt untersucht und wir behandeln 
zunächst den Fall, daß die Kraft senkrecht zum Scheibenrande gerichtet ıst. 


Wie als bekannt vorauseesetzt werden möge, werden bei einem ebenen Problem wie 
dem vorliegenden die Spannungen als Ableitungen der Airyschen Spannungsfunktion er- 

















er halten, welche als Lösung der partiellen Differentialgleichung 
en 
» 2 2 u a3 a 
‚uf | Ö u Ö (‘ AN i 2) 0 M 
uf N.r? ap?) O.r? 7 i , 
u in Verbindung mit bestimmten Randbedingungen für y gegeben ist, und zwar ergeben sich 
en für die Normalspannungen die Werte 
VA MA 
x 2 Oy S—3 
N 04 (ie 
er und für die Schubspannung 
en \2 y 
an 7 en er ° 
er Er ee 
ks OEONY 
Te 
rd 
ar Ay 
PN h 
AT- 
bS- S 
AT- 4 
\Y 
st. | 
Ar. »>X 
n- 
ıls 
EN 
se 
)e- 
ur Abb. 1a. Abb. Ib. Abb. le. 
ch 
-h So hat y für die nach allen Richtungen sich ins Unendliche erstreckende Ebene, welche im 
er Punkte @=a und y=-0 durch eine in die Richtung der negativen X-Achse fallende Einzel- 
ıt- kraft P belastet ist (Abb. la), den Wert 
Pi3 4 I | Ä 
y yı (.r - a)loer Ei ED 
en I na\2Y kin | ) 
»7’- y 
IT, wobei m das Verhältnis der Längsdehnung zur Querkontraktion, 9 arete und 
2 —a 
41 
” . | (.r a)” —+ y° bedeuten. 
ür ugF® a _ ne u: ni h 
‚Vel. z.B. W. Riedel in Band 7 Heft 3 dieser Zeitsehrift, wo das vorliegende Problem unter 13. und 14. be 
Ne handelt ist. Daß die dort angegebene Lösung nieht richtig ist, erkennt man sofort daraus, daß sie von dem Verhältnis 
Yr- der Löängsdehnung zur Querkontraktion mnmabhängig ist, demnach der Angriffspunkt der Einzelkraft eine andere Sin 
xularität aufweist, als wie sie die Lösung für die volle Ebene an dieser Stelle besitzt. In der Tat werden für die von 
IN Herrn Riedel angegebene Lösung die Verschiebungen nieht eindeutig. 
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Für die Halbebene der positiven x, welche in dem Randpunkte & 0 und y=0 durch 
eine am Rande senkreckt stehende Kraft P beansprucht wird, ist, wie ebenfalls als bekannt 


vorauseesetzt seı. 
> 


BSR en Er Eau a 


(vgl. Abb. Ib), und schließlich ist noch für diese Halbebene, wenn die Kraft in der Richtung 
des Randes wirkt, wie aus Abb. le ersichtlich, 
P 


BES, 5 2 Fe. 0a’ JE Der BE AU 
JT 


14 


wobei 9 in diesen beiden Gleichungen den Wert 9 — arctg 4 vorstellt. 

In dem Falle, den wir untersuchen wollen und der in Abb. 2 dargestellt ist, muß der 
kand x 0 spannungsfrei bleiben, d. h. es müssen hier die Spannungen 0. = 7,, und tr=— fx, 
verschwinden. Weiter darf für positive x keine andere Singularität wie jene von (3) inz==a 
und „=0 vorhanden sein, und schließlich muß für ein hinreichend kleines r,/a der Aus- 
druck (3), für ein hinreichend großes r,/a jedoch (4) entstehen. 


Der sich fast unmittelbar darbietende Ansatz 


> 


i h I r, 
4 . | 5 y(d,—+%,) Fr (x — a) log > N WE 
er U „ 2 ; ; 5 
wobei 9, =ardg .  — —, d,=ardg —  , n=yl@—a”’+y, r,=y(@-+.a)’+ 9,” bedeuten, 
a ; A ä ed f “ > 


erfüllt bereits die Bedingung, daß für positive x lediglich dieselbe Singularität, wie sie 
Gl. (3) in e=a und 4=-0 aufweist, vorkommt. Ferner wird auch die Normalspannung 6, 


längs «0 gleich Null, während für die Schubspannung 


2P mtl a’y 
längs «0 der Wert = — re 
T zm (a y) 


l 


entsteht. Um diese Schubspannungen zum Verschwinden zu bringen, fügen wir zu z, eine 
weitere Funktion z, hinzu, welche längs „«==0 die Bedingung o,—=0 erfüllt und daselbst die 
Schubspannungen 

2Pm+t1l ay 

an 2m (a’—+y?)” 
liefert. Dabei darf z, für positive .r überhaupt keine Singularität aufweisen. Man kann sich 
y, ın einfacher Weise mittels der Gl. (5) beschaffen, denn der Beitrag dy,, welchen die Schub- 
spannung (vr) an der Stelle y=r und «=0 gibt, ist offenbar nach Gl. (5) 
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\bh. 2, Abb. 3. 
2Pm+1l a’ 
Setzt man für ri) z =, BO IM 7, durch das bestimmte Integral 
T m (ar — "")" 7 
I & F 
2>Pm-+l1 y—v avrdv 2Pm+1 , ( y—r y—r "dv 
4. : 5 er \ arete  — er ‘ % a’ x \ | arcte arctg re 7 
vs „" 2m en (a’ + v,°" n" zm k E x (a” — r*)” 
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rch auszedrückt, dessen Wert am einfachsten in der Weise bestimmt werden kann, daß zunächst mit 
nnt 
FT. 
2Pm-+l , \ ' er ® 1 u a vr dv 
DD = «x [0784 A a 5 u)" 0722 4 Ai u 977 = ae 
(4) ' n 2m an J J (a rv), 
0 
ıng die Funktion 2 der komplexen Veränderlichen ze. + iy 
FI 
Oo i 2Pm-+l, \ı \ ' Liv) vr dev 
- w=ı( Ka, z ax \log(2 —ıv) og(z--ıv rap 7” 
(9), Prinz Im h Ba (a? —+ v”)? 
0 
cebildet wird. Dann läßt sich auf elementarem Wege das Integral 
FT. 
der 92 2Pm+1, ( Dirt de 
a) = () 5) (l” My \ 15) Y 5) 3.0 
x u 02 a” 2m (2° + 0°) (a® + ve” )” 
== 0 
‚US- Int 
Pm+l axi 
(!) PN 
zn 2m latz)° 
bestimmen. Die Integration über dz liefert schließlich 
(6), p ’ 
m+l arı 
= +C 
nn 2m (az) 
ED, . . . N . I Ef m » 3 . . . 
und hieraus ergibt sich für z, als der imaginäre Teil von 2, wobei die belanglose Integrations- 
sıe konstante € gleich Null gesetzt wurde, 
Öx 
Pm+larla+) 
ha n 2m ig 
und damit für die gesuchte Airysche Funktion der Ausdruck 
P13 m — | r m-+Il asrla- ”) R 
Ine / = 940, +9,) (e — a)log - = e | (7). 
die n|2 Im r, 2m N, | 
Gemäß der Gl. (2) erhält man hieraus die folgenden Werte für die Spannungen 
Pim+lf@—a”  (a+a)[&@+a”’+2axr]) Sazxla+.x)y 
. PR sul 
ich Ta \2m | r' Ay r. | 
ıb- SA Er 
m | E a, Beta Lay) 
din | r,’ r. | 
P(m+ll@—ay? (tal +2a) —2ay Sazxlat x) y? 
0y= ) | A 2 A = 6 | 
| a\2m| r, N, r, | 
m — | c—a, c+3a 4xy)) 
Im r ie > r 
Pyfm+1 ® a? , = —2ax—a? , Saxla-+ x)? m — 3 | | | k.rla+s)|\ 
= - u j- = Bat iu ‚ 
an \2m | r' r. p, im Ir,’ r, ar 


Durch diese Werte finden wir bestätigt, daß der Rand x 0 spannungsfrei bleibt. 
Ferner gehen dieselben für r,/a>0 in die bekannten Ausdrücke für die Spannungen der 
vollen Ebene (vgl. Gl. (3), Abb. la), für r,/a>x in die Ausdrücke für die Spannungen der 
Halbebene nach Gl]. (4), Abb. 1b über. 


2. Wir untersuchen nunmehr den Fall, daß die Kraft parallel zum Rande wirkt. Behalten 
wir, wie in Abb. 3 dargestellt, das Koordinatensystem bei, so liegt es nahe, jetzt von dem 


Ansatz 
| Bi. (9 ' m — 1 og o 
Auge 2 (“ -a)yl), + V,) ea (9) 





auszugehen, da ja gegenüber Gl. (3) x und y vertauscht sind und 9 durch != - # zu ersetzen 
Ist. y, hat in z=a und 4-0 wieder die vorgeschriebene Singularität, ist im übrigen aber 
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für positive „ singularitätenfrei. Wie man sıch leicht überzeugt, verschwinden längs x 0 
wiederum die Normalspannungen 9. =%y,, während sich hier für r der Wert 


Pmtadla’— ıf) 

za 2m (a’—+ y”)” 
ergibt. Die Funktion z,. die hinzuzufügen ist, um diese r längs des Randes zum Verschwinden 
zu bringen, kann wiederum aus der Überlegung bestimmt werden, daß nach Gl. (5) 


Pm-+lala’— vr?) yon 
dy, - — x arctg dr 
: m 2m (a’—+v?y P, 
und daher 
J L 
Pm+l| a? —v? y—t Pmt| / y-v y—v\ a —v? 
1; rn ax\-— 5, ATCtg dv=— — Ad ‚\larete r arctg —— | V 
de nn" äm 1097 x a 2 am ri Ken Hr (an )” 
4 0" 
wird. Setzt man 
FI 
P nm T | \ | — ” i -i = a? "” / 
f > (tt £ \(l00 ze IyY "7 —— 100 er —--| ur fr} - =— GV 
’ ı’ 2m (a? + vv”) 
4 


so ergibt sich für die Funktion 2 der Veränderlichen 2=.r—+i»y das Integral 


TI 

en Pm+I| N Ä ol a? — v? 
I ( En z dX \ 02 (2 ‚vu - 100 (2 tv) = —— ri 

A 7 2m Ä (a? +»? 

ı 
Wir bestimmen auch hier zunächst 
I 

o2 2Pm-HI1 a? r? Pm+til ax 
u N 2 > A H \ z . 3.0 * % d " N > . 

0 2 2m (2? —+ ©?) (2? r) zz 2m la-+32) 


und erhalten nach Integration über dz mit Vernachlässigung der belanglosen Integrations- 
kontante € 


uch RR Pm+]1l ax 
als imaginären Teil von 2= \odz = r( 
an 2m (a+t32) 


Putlary 
/2 -) .2 ’ 


„T _ 411 Yo 


so daß dıe Airvsche Funktion für diesen Fall 


P | 1.9 m — 1 Ä P m—+l axy 10 
j Y."7Y% (. ya +V,) ion x ar 
KThTr | 2 Enz kn , Im vor | 


lautet 


Für die Spannungen ergeben sieh hieraus die folgenden Werte 





Py(im-+1llir - a) a — x" +bax, Saxıy) IE | | | | L.r(ia— a) 
Od. | [5 | 2 . 2 . 
u 2 \döm | r° Pi ei BR I: er J 
Pyfm-+-Ily? , P-+-Sar+ba?, Sarla+tı) m—l|1 Bi kr la +.r)|\ 
(2) r v- f I w . T “ 
P ” | m " n, Fi kam DA N. r, J 
(11). 
Pim+lir Ay (Zar ty)latır) Salat)“ 
T - + z | 
| 2m Br r. 
DZ Liz —a Sr +d Lzc(c+ a) 
kim ee > Y; J 
Auch hier wird, wie man sich leicht überzeugt, der Rand. 0 spannungsfrei, während 
für r,/@a>0 die Spannungen der vollen Ebene gemäß Gl. (3). für r/a>x aber die Spannungen 


der Halbebene gemäß Gl. (5) sich ergeben. 199 
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Die biegungsfeste Kegelschale mit linear veränderlicher 


Wandstärke. 


Von E. Lichtenstern ın Berlin. 


Übersicht: Für die Kegelschale mit linear veränderlicher Wandstärke werden für die 
Momente und Spannungskomponenten Näherungslösungen angegeben, wobei die Integration der 
auftretenden Differentialgleichung vierter Ordnung in geschlossener Form durchgeführt wird. 


Für die Kegelschale mit gleichbleibender Wandstärke ist eine strenge Berechnung von 
Dr. Dubois entwickelt worden. Eines der Ergebnisse dieser Arbeit ist, daß Kegelschalen 
mit einem Basiswinkel von 30° und darüber eine große Verwandtschaft mit Zylinderschalen 
zeizen, d.h. die Momente um die Kegelerzeugenden als Achse können vernachlässigt werden. 
Von dieser Eigenschaft wird auch in der folgenden Arbeit Gebrauch gemacht. 


Die Kegelschale tritt hauptsächlich in Erscheinung als Kegelkuppel und als Kegel- 
behälter ') (Siloabsehlußboden), abzesehen von ihrem Auftreten im Turbinenbau. Eine der 
erößten ausgeführten Kegelkuppeln ist das Dach der Rotunde in Wien, das allerdings als 
Rippenkuppel in Eisenkonstruktion erbaut wurde. 

Durch die großartige Entwicklung des Kuppelbaues?), die durch die Verwendung des 
Eisenbetons als Baustoff ermöglicht wurde, tritt das allgemeine Interesse für diese Bauform 
wieder mehr in den Vordergrund. 


1. Aufstellung der Grundgleichungen. Folgende Voraussetzungen gelten: 
I. Gültigkeit des Hook schen Gesetzes, 
2. Achsensymmetrische Belastung. 


3. Die Stärke der Schale ist verhältnismäßig klein im Verhältnis zu den übrigen 
Abmessungen der Schale. 


a) Der Kegelbehälter. Bedeutet z die Höhe des 
Wasserspiegels über dem betrachteten Flächenelement 


a =da: 2dy ...,. Abb, 1), 
ot die Ringspannung, v 
y das spez. Gewicht der Flüssigkeit, 


a, den halben Offnungswinkel, 
ö die Wandstärke, 


dann wirkt auf das Flächenelement dF der Flüssig- 
keitsdruck 


d 1=y z de. rd y' y (l COS Mr, dr.-r2:d w. 


Für die entsprechende Komponente des Eigengewichtes 
eilt eine Ähnliche Gleichung, die hier nicht weiter 
angeschrieben wird. 





.. “ ui w ° . . TA ] N 4 =D 
Überschreitet das Niveau des Flüssigkeitsspiegels [RAzwzi] > N 
4 h) .. r . # 
die Grundfläche des Kegels um h’ gemessen in der 
Richtung x, so wirkt auf das Flächenelement der Druck Abb 1. 


dg y(l-+h’ a) cos a,dx-w-dy. 


In den folgenden Formeln ist dann in diesem Falle überall 1-+h’ anstatt I zu setzen. Dieser 
Druck erzeugt eine Ringspannung o; und eine ihr entsprechende Ringkraft T,, ferner Biegungs: 
momente G, und @,, eine Schubkraft N und eine Axialkraft T,. 


Das Biegungsmoment @,, dessen Drehachse die Erzeugenden des Kegels darstellen, ruft eine 
Fältelung des Kegelmantels hervor, kann jedoch schon bei einem verhältnismäßig kleinen 
Basiswinkel des Kegels von ca. 30° vollkommen vernachlässigt werden und soll daher auch 
im weiteren Verlauf der Berechnung nicht berücksichtigt werden. Insofern stellt also die 
nachfolgende Berechnungsweise eine Näherungslösung dar. 


ı, Ph. Forehheimer, Berechnung ebener und gekrümmter Behälterböden. 
®) Fr. Disehinger, Handbuch für Eisenbeton, XII. Bd., wo auch ausführliche Literaturangaben zu finden sind. 
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Die Ringspannung o; verhält sich zum Elastizitätsmodul E wie die Dehnung 4do des 
Radius o in der Richtung desselben zu letzterem, also 0, : E= 1o:o; ferner ist zdy=odyg, 
wenn ein und dasselbe Element einmal von O und einmal von R aus betrachtet wird, daher 


Mn 
de dıy 
/ Q / 
weiter Ist L ze SIn dt, 
y= lo cos A, 
EAo Ey 
oder ar 2. 
#) 0 COS A, 
2 FÜ 7 D) E Y n) 
und Rt 
e OCOS A, KSIN a, COS A, 


wenn die Durchbiegung des Streifens OP in der Richtung y bedeutet. 


Kin Streifen von der Länge „L* und der Breite = dy, der von zwei Erzeugenden des 


Kegrels begrenzt wird, trägt die Belastung 


‘ 


pP v(l ICHS a, dy 2r () dr-dy cos Aa, vl ee) COS a, dıy 


| Ey 
oder p d ur |y (| x) COS Q,& u” E; 
| „sin? a, 
Das Trärheitsmoment eines schmalen Kegelstreifens beträgt 


J-112 8 dır. 


Die Differentialeleiechunge der elastischen Linie lautet: 


®/ dy 
B* das} 1.8) P 
oder, dıe Werte von ./ und p eingesetzt, 
. i d’y Eyo| 
| 12 dı E reits % 7] dı BR (I ) a COS A, gr 


Für konstante Wandstärke lautet daher die Differentialgeleichung, wenn 


kürzuneen 
12 
> Ö- sin? ız, e 
2 
B ‚,.,y ecosa, eingeführt werden, 
Bo’ 
dl? d®y 


= d „.|® d 2) mA „ Bl.r® Ba” 


dı cos a, 


(1). 


die Ab- 


(la). 


Für veränderliche Wandstärke, dem Gesetze d = 9, .r folgend, lautet die Differentialgleichung 


(dl? .r® (l? R | ii: | Y B l r B. r? 
d.r?\ da) . 
12 
Wo A X sin? R 
12 
B, Es: COS a,. 


(2). 


b) Die Kegelkuppel. Für die Kegelkuppel gelten die ähnliehen Gleichungen, ins- 


besondere erhält man für einen konstanten Druck und konstante Wandstärke 


d dry 


“r 12 »I+4,ı Beer 
ur! dar) 24 . 
| B% 
Wo A. u . 
’sIn’ a, 
> 
B, — 1COSu,. 
», F N” / 0 


(3). 





Igew, 
lech. 





des 
dag 4 
ıher 


des 


A). 
Ina 


(2), 


I1S- 
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; bedeutet dabei eine gleichmäßige Belastung der Kuppel je Flächeneinheit. Für konstanten 
Druck und linear veränderliche Wandstärke 0 = ö,. erhält man 


0 


d? d’y 
ber? ham Be - Zrals. 
Zi er) A,y RB, .a Era er . (4), 
12 
wo A: Be ver 
ü sım“ ko 
12 
B, DER eos a, bedeutet. 


Der Einfluß sämtlicher vertikaler Lastkomponenten kann nach entsprechender Abänderung 
durch vorstehende Gleiehungen unter a) und b) erfaßt werden. 
d’y 


1 d.r? 


Kennt man die Durchbiegung „y, dann kann das Biegungsmoment G E:.J be.- 


rechnet werden. 
2. Auflösung der Differentialgleichung. Im folgenden wird nur die Lösung der Differential- 
oleichung (2) angegeben. Die Lösung der Gl. (4) ist ganz ähnlich und bietet daher keine 


weiteren Schwierigkeiten. Die Lösung der Gl. (1) und (3) sind von Dr. F. Kann’) durch 
eihenentwieklung ausführlich dargestellt worden. 


Die Gl. (2) lautet: 


dd? M d? H\ 


3).Lc»—-B. x° ( 
dr? d.r? A, „ b, | / \, 


Die homogene Gleichung, ausführlicher geschrieben, lautet: 


d’y d’y d’y 
_ +82’ -: 122°’; +: ee 
ae es 12.4 dar l,ıy (>) 
Ein partikuläres Integral der Gl. (2) ıst 
B,l B, i 
„; jr | | 34 My } P ; ; ’ F j F i j . (6), 


1 1 


dieses muß zu der Lösung der homogenen Gleichung hinzugefügt werden, um das vollständige 
Integral zu erhalten. 

Wir versuchen die Lösung y == .". In die Gl. (5) eingesetzt, folgt als Bestimmungs- 
eleichung für m: 


m’--2 m? m“ Im +A, v0) r ° ° . . . . . . . ° (7). 


Um die Gleichung aufzulösen, bedienen wir uns eines Kunstgriffes und setzen als neue 


1 
Unbekamte v=m+75 
ns RE 
Wir erhalten: « = 5 «+ Gr A, 0 und daraus: 
_ ) 
D , | 
m, +y1 1, : 
5) 
m, -+Vi-A,—5 
+.) | 
nt, | ) | I; ») 
5 | 
nt, 1 euer 





Die Lösung der Differentialgleichung lautet dann: 


Y 202 HE BL EM a (9). 


Diese Gleichung bleibt reell, solange A, kleiner ist als 1; das ist der Fall für große 
Wandstärken. 


3) Dr. F. Kann, Kegelförmige Behälterböden, Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Eisenbetons. 
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Wir müssen daher die komplexen Wurzeln zur Lösung heranziehen. Durch Einführung 
einer neuen Unbekannten tlg .r verwandeln wir die Gl. (5) in 


d’ı d’ı d?ı dı 
Wh BER. HER. EEE Wu 1 
dt dt d# dt 
Wir versuchen nun den Ansatz y=- e”"*t und erhalten nach Auflösung der Gl. (7) 
„ K,emit = N, eMmst + K,emst 1 K, emat ’ , B . h , } (10), 


wo AK, bis X, vier willkürliche Konstanten bedeuten. 


Nun ıst 
5 | Dr | 
m + 4 Es | A, .) + Fr 1; ) 
für 4A, l. 
5) 
Nennen wir a] A,-1=b, 
. 2 1/, | „1/o € EOS £ | 
so Ist m=+tl(atib) sth eos, +tisın, =, 
eeie b ' a 
wenn R=ya?+b?’ und „sine; „ ——cose gesetzt wird. 
li li 
Bezeichnen wir weiter 
1/, E | 
Aa I ? cos 1° 5 
) „1 nl : € 
B=B "MG; 
„1. E | 
A 
so lautet die Lösung der Differentialgleichung (5) 
y N, el+iP)t N, el iP)ELK, e- 01 PEN N, e-(Y-iPMt 
oder: 
| y= eK, cos pt+ Kysinßf) te 't(K, cos pt+ K, sin pl) 
OUer: 


yo.“ [K,’ cos (Plg#) + KR, sin (Plga)] +7 [K, cos (Plga)+K, sin Alga)]. AD. 

Die vollständige Lösung wird durch Hinzufügen der partikulären Lösung (6) erhalten. 

Die noch fehlenden Spannungsresultanten T, und N können aus den Gleichgewichtsbedingungen 
für Rotationsschalen errechnet werden. Für den Kegel lauten diese Gleichungen: 





dG, 
” dr (, N. a 
IT 
Pie UWE, EEE 0 (12) 
d x R 
dN ' 2 , 
Mi -N + f COS A, VARE ; 
d Mr e 


Y und Z bedeuten die Komponenten der äußeren Belastung in Richtung der Tangente 
und Normale. 


Es erübrigt sich, zu sagen, daß die Gl. (1 bis4) auch aus den Gl. (12) abgeleitet werden 
können. 


Auf Grund der entwickelten Gleichungen können mit Hilfe der vier Konstanten alle 
Randbedingungen befriedigt werden. Für einen oberen und unteren eingespannten Rand 
(Kuppel mit Oberlicht) ergeben sich z. B. vier Bedingungsgleichungen für die Berechnung der 
Koeffizienten, da y O0 und YO für #1 bzw. 21, sein muß. 

Wird die Spitze des Kegels in die Betrachtungen mit einbezogen, «dann müssen die 


Glieder mit = fortgelassen werden, weil sonst die Durchbiegung für .« = O unendlich groß wird. 
210 





nte 


den 


alle 
and 
der 


die 
rd. 
210 


u ie 


RL“ -. 
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Die Stabilität des gedrückten Stabes. 


Von Karl Kreutzer ın Dresden. 


Einleitung. Das elastische Problem der Kniekung') wird im folgenden unter dem 
Gesichtspunkt behandelt, daß der Kniekvorgang seinem Wesen nach ein Problem der Elastızitäts- 
heorie endlicher Deformationen Ist. 


Es wird vorausgesetzt, daß die auftretenden Spannungen im Gültigkeitsbereich des auf 
ondliche Deformationen erweiterten Hook eschen Gesetzes liegen. Hierzu tritt die Beschränkung 
uf fest gegebene, d. h. mit der Deformation unveränderliche Massen- und Oberflächenkräfte. 


Die anzewendete Methode ist die energetische unter Berücksichtigung der Endlichkeit 
ler Deformationen in allen drei Koordinatenriehtungen, wie sie E. Trefftz?) auf dem Inter- 
nationalen Kongreß für Technische Mechanik 1930 zu Stockholm entwickelt hat. 


Ks bedeuten im folgenden: 


ae» x, x” die Koordinaten der Punkte, 
X,,X,, X, die Komponenten der Massenkraft je Volumeneinheit des undeformierten 
Körpers in den drei Achsenrichtungen, 


»,2, die Komponenten der Oberflächenkraft je Flächeneinheit der undeformierten 
Oberfläche in den drei Achsenrichtungen, 


1? 


(3) 


ur, u”, u die Verschiebungskomponenten in den drei Achsenrichtungen, 


du”, du”, du” die Komponenten der Zustandsänderung aus der Gleichgewichtslage (der 
Störungen), 


E die innere Energie des ganzen Körpers. 


Kin elastischer Zustand ist ein stabiler Gleiehgewichtszustand, wenn bei jeder endlichen, 
mit den geometrischen Bedingungen verträglichen Verschiebung aus ihm die Vermehrung der 
inneren Energie größer als die zur Verfügung stehende Arbeit der äußeren Kräfte ist, 
d. h. wenn 


| FE (| [  ; 2; Sau dr? da da» n“ ( > a u do. 
l ı 
Kine Entwicklung beider Seiten der Gleichung nach Potenzen der 9," und ihrer Ableitungen 
ergibt 


ı 


IE=öE+OE-+... ER. ur rt dir + IE Erd A 


Rechts treten infolge der Beschränkung auf fest gegebene äußere Kräfte X, und Z, keine 
Potenzen der du” auf. 


Soll nun bei beliebieen, mit den kinematischen Bedingungen verträglichen du” die 
linke größer als die rechte Seite sein, so müssen die linearen Glieder für sich verschwinden, 
d. h. es muß sein 


öE= (2 X2,d5u "7 dar da" dr" + (2 2,0” do. 


Der Inhalt dieser Gleichung wird als das „Prinzip der virtuellen Verrückungen* bezeichnet 
und sagt aus, daß für jede virtuelle Verschiebung aus der Gleiehgewichtslage die Änderung 
der inneren Energie gleich der Arbeit der äußeren Kräfte ist. 

Soll der Gleichgewichtszustand stabil sein, dann müssen die quadratischen Glieder der 
linken Seite der Gl. (1) die der reehten Seite überwiegen. Infolge der Beschränkung auf 
lest gegebene äußere Kräfte ist die Arbeit der äußeren Kräfte mit den linearen Gliedern 
erschöpft. Die Stabilitätsbedingung reduziert sich mithin auf 9° EDV. 

Die Stabilitätsgrenze ist erreicht, wenn für mindestens ein System von Verschiebungen 
du”? die zweite Variation der inneren Energie verschwindet, also 9° E=0 wird. 

Diese ganz allgemeinen Ansätze sollen im folgenden auf die Stabilitätsprobleme der 
Klastizitätstheorie angewendet werden, insbesondere auf die Ermittlung der Knicklasten eines 
oedrückten Stabes. 

1, Für ältere Arbeiten: Enzyklopädie der math. Wissenseh. Band IV. Leipig 1907/08. Für neuere Arbeiten: 


Handb. d. Physik v. Geiger und Scheel. Band VI. Leipzig 1928. 


2) 


°», BE. Trefftz, Über die Ableitung der Stabilitätskriterien des elastischen Gleichgewichts aus der Theorie 
endlieher Deformationen. Internationaler Kongreß für Technische Mechanik 1950, Stockholm. Teil Ill. 8. 44, 
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Il. Die Elastizitätstheorie endliceher Deformationen. 


1. Der Verzerrungszustand.. Zur Festlegung der Teilchen eines elastischen Körpers 
werden „Substanzkoordinaten“ benutzt. Sie werden im undeformierten Zustande als recht: 
winklige Normalkoordinaten vorausgesetzt und mit =" bezeichnet. Im verzerrten Zustande 
sind sie jedem Massenteilchen anhaftende krummlinige Koordinaten. 

Ein beliebiges Massenteilchen habe vor der Verzerrung die Koordinaten «, =”, =», 
Es nehme einen Punkt 7’ ein, zu dem in einem festen Raumkreuze mit den drei senkrechten 
Einheitsvektoren &,, &,, &, der Ortsvektor r= 2.” E, führt. Ein benachbartes Teilchen mit 


den Koordinaten =’ + da”, a” + da”, x” + dx“ nimmt dann einen Punkt @ ein. Ist dx 


der Vektor von P nach 0, so ist ddv= 2 da” &E,, und das Linienelement lautet 


ds? — > = (F, £ dar da. 
) Al 
Für die Koeffizienten (5 „= &,-&, des Linienelementes gilt bei rechtwinkligen Normal- 
koordinaten das Schema 
1009 


(ru —=|V l 0 
00741 


Durch eine elastische Verschiebung d= u” E, wird der Körper verzerrt. Der Punkt 

Pix) nimmt eine neue Lage P(t=r-+p) und sein Nachbarpunkt Q die neue Lage O (t + dr 

Y+-dr+vd+ dv) ein. Dabei besteht zwischen den Komponenten £°° des Ortsvektors rt 

nach der Deformation und den Komponenten «°”’ des Ortsvektors x vor der Deformation die 
Beziehung 


cv) a ya I_ u”. ds num da d u”. 
Das Linienelement nach der Verzerrung lautet 


do=22I1l, ud” da. 
I 


dl 


wobei 
/ Tr EP I)EM 9 dur du) you ?ou 
ru — um ‚ F vu | er 1 , T - 
E Q ge ) Q x ) Or" ) 0 re! ) -_ Q g® ) Q x 
ist. 


Das Linienelement ds? ist also in das Linienelement do? verzerrt worden. Durch Ver- 
gleich beider ergeben sich die Änderungen yı «= iu — Gru der Koeffizienten des Linien- 


elementes zu 


Vu Jul). you du” 
FU ne h ri) ' A gi x Pi) gm Q ri) . 


Die yı. sind die „Verzerrungsgrößen* und beschreiben die Dehnungen und Winkel- 
änderungen, die ein jedes Volumenelement erfährt. Wegen der Vertauschbarkeitsregel 
Yıo==yus gibt es nur sechs voneinander verschiedene Verzerrungsgrößen. Sie bilden einen 
Tensor, es ist der jedem Punkte des elastischen Körpers zugeordnete symmetrische Ver- 
zerrungstensor., 

Das Linienelement do? lautet bei recbtwinkligen Normalkoordinaten ausführlich 

do (l+y,)de”’?+(1+y,) de”’’+(1+y,) de”? 


:w d yı dr au d y(? dr" l Im da da’. 





er? . l ’ 23 ’ ‘»1 
wobeı 
‚o Thalad /Q ur j b u? | E ) 
‚ti au Q vd | IN ri’ | A) FAR h) PA 
N ‘ı) \ (2) N (ı) (v N DIN (» .\ GI N (3) (2) 
u LT A ou ’on OU on” ou’ ou 
/ı2 Q x A ya Ö zer hi ya | Ö FALL Ö ge Ö x? A x? 


usw. durch zyklische Vertauschung ist. 
Diese nichtlinearen Gleichungen gehen in die linearen Gleichungen der klassischen Ela- 
2 un Ö er r . z 
stizitäfsthheorie über, wenn die Produkte und Quadrate der | ,, gegenüber linearen Ausdrücken 
Oi i 


in diesen Gliedern vernachlässigt werden. 





Aw, 
ch. 


ars 
ht: 
‚de 


en 
nit 


kt 
Ix 


ie 


1- 


ie 


z ar 2. eft kı , . u ... 5 .. r y ‚ı)—. 
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2. Der Spannungszustand und die Gleichgewichtsbedingung. Um den Spannungszustand 
ın einem Massenteilchen (x, x, ..”) des elastischen Körpers zu beschreiben, wird das 
eehtwinklige Parallelepiped betrachtet, das im undeformierten Zustande von den achsen- 
narallelen Elementen da“, de”, da“ gebildet wird. Aus ihm wird nach der Deformation 


’ Or ER. .K. oo > 

in allgemeines Parallelepiped mit den Kanten | ande‘ r® dx“ dr” Die Vek- 
Or ” — 2 

toren Cu x m, die die Richtung und das Vergrößerungsverhältnis nach der Deformation 
0x 


ıneeben, werden „Gittervektoren” zenannt. 

Wenn auf die in Richtung wachsender ..“' liegende Begrenzungsfläche des Parallel- 
epipeds die Kraft £9’ de“ d.e“” wirkt, so heißt E der Spannungsvektor zu den Flächen =" konst. 
Iintsprechendes gilt für.die übrigen Flächen. £’” ıst der Spannungsvektor für das Flächen- 
element «“” — konst. und bedeutet eine Kraft je Einheit der undeformierten Fläche. 


Jeder der drei Spannungsvektoren kann nach den Gittervektoren zerlegt werden, 


N „S 5 PP a 2, Si, 


wodurch neun Spannungskomponenten 4’ entstehen, die den Spannungszustand vollständig 
heschreiben. 

Das Gleichgewicht zeren Verdrehen um eine beliebige Richtung verlangt das Ver- 
schwinden der Momentensumme aller an dem betrachteten Parallelepiped angreifenden 
Spannungskräfte für den Mittelpunkt, also 

2M 2 (e, I da da" da” OÖ. 


Nach Einführung der zu den Gittervektoren e,,e,.e, reziproken Vektoren e',e?,e* nach den 


Kormeln’) 
usw. und e”” . eu 


und unter Beachtung der Komponentendarstellung (3) folgt 
rer — EN) + Er — 2 I I — EI) =D, 
Diese Vektorgleichung ıst nur erfüllt, wenn 
Darnach gilt für die 4°" das Cauchysche Reziprozitätsgesetz. Die Zahl der Spannungsgerößen 
sinkt von neun auf sechs. 


Für das Gleichgewicht gegen ein Verschieben in beliebiger Riehtung wird die auf das 
"lächenelement x — konst. des Parallelepipeds wirkende Kraft f d.“” di“ betrachtet. 


y pP 
7} uEwer ) ® » v ’ + +) ( 
Auf das Flächenelement „U + da“ konst. wirkt dann die Kraft f da” dar“ dan 
0) x 
; N 
da da® de”. Der Kraftüberschuß beträgt für dieses Flächenpaar er Lau 1 Et 
0) x 


Durch zyklische Vertauschung folgen hieraus die Kraftüberschüsse für die übrigen Flächen- 
paare, Es ergibt sich eine Resultierende AN der Spannungskräfte vom Betrage AN 


yrof” ’ ’ 
FR „da da” da’. Außerdem wirkt auf das Parallelepiped die Massenkraft 


IN DBazx'” ds”? da“ BE Dia e dx? dz? da”. 
l 
wobei 9 die Massenkraft je Volumeneinheit des un- 
deformierten Körpers und P°° ihre Komponente in 
Richtung des »-ten Gittervektors ıst. Das Gleichgewicht 
veren Verschieben erfordert 


AN HAN oO, 
d.h. nach Kürzung durch das Produkt da” da" da” 


Tr 9” \' 
— f T —— u €; 


A r‘ ’) 





I 


3) M. hLageallv, Vorlesungen über Vektorreehnung. Leipziger 198. 
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Unter Benutzune der Formel (3) und nach Ausführung der Differentiation folet hieraus 


v OA Y Y Q vr h) 

\ \ 2 , \ \ I l \ p® \ 

er — \ onkhı | u ——— \ ‚vr — \, 0 

) UA ] id v4 

ls ist nun 
eu \'fur) 
; En; 

JE u | h 


wo Be die Christoffelschen Symbole zweiter Art sind. Mithin wird 
') 


\ .‚l r 
\ yr /, y’ \' rn (u i \' TR 
ı —— — ‚di ' G / C , 
ee : 7 Al rn 
Soll der Basısvektor überall e, heißen, ıst eine Indexvertauschung vorzunehmen. Zerleet man 
diese Vektorgleiehung in ihre Komponenten, so ergibt sich 


\/rvh 
Ber ] v 7 ,„ Jar _ Ph ie; (+) 
= a5 u FE 4 W | | | | | | | 


Diese Gleichung liefert für jede der drei Richtungen k — 1,2,3 eine partielle Differential- 
oleichung. Das mittlere Glied trägt der Krümmung der Koordinatenkurven Rechnung, geht 
doeh die Differentiation in (4) nach den im deformierten Zustande krummlinigen Sub- 
stanzkoortlinaten. 

3. Die innere Energie. Die bisherige Betrachtung ordnet jedem Punkte des elastischen 
Körpers einen Verzerrungs- und einen Spannungszustand zu. Um den Zusammenhang beider 
darzustellen, wird die innere Energie betrachtet. Ihre Existenz folet für alle umkehrbar 
statischen Vorgänge aus thermo-dynamischen Gründen. Es bedeuten 


le,e,e,] 1 7%») Volumen je Gittereinheit, 


AV da" da” da” Volumen des infinitesimalen Parallelepipeds, 
2 innere Energie je Volumeneinheit des undeformierten Körpers. 
e: innere Energie je Gittereinheit, 

l’E  edV innere Energie des Volumens dV. 


Im die innere Energie e als Funktion der Verzerrungsgrößen y,. darzustellen, sind In- 
varlanten des Verzerrungszustandes aufzusuchen. Eine absolute Invariante ist für alle Werte 
des Parameters / 

| nr 
0. Yyı Altv u 

Durch eine Entwieklung der Determinante nach Potenzen von / ergibt sich eine Funktion 
dritten Grades in 2. Da diese eine Invariante für alle 4 ist, müssen die Koeffizienten der 
kubisehen Form ebenfalls Invarıanten sein. So entstehen die drei Invarianten 


| 
I ; Yu, ( (r, 7.10 2 Or) all, Gr: ) 
) (G,,G a 5 ER -2 5.2, (1 7; -2) TER... Ei ul, 
I o,, | | 
(ı Gl 22} Ya) tr ralyaa Yan ’ı )tG; (Yıı ea "iz ) 
‚ a “ -) ’ nr -) nr ’ x 
5ER, w ‚124 fh (ı2Yıa / Yıı) G (Ya ’ı2 314 ) 
] y 
; Ir, 


Hinsichtlich der y Ist E 
zeht /, aus 7, dureh eine Vertauschung von G mit y hervor. 


Für die reehtwinklieen Normalkoordinaten ist 


I, r»3 ‘ = 
I nr a 2 ar 
va ‘ / / vııl | / / l 
’ ‘ 


lınear, /, quadratisch und 7, schließlich kubisch. Ferner 





’W 


eh. 


ın 


4» 
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Weleher Ansatz ıst nunmehr für e zu treffen? Aus der Fülle der möelichen Ansätze wird 

ler einfachste herausgegriffen, der dem Ansatze der klassischen Theorie entspricht, d. h. ee 

wird dureh die einfachste quadratische Invariante des Verzerrungszustandes dargestellt, und 
zwar 

VIGrulfa ,, 

e ' rn |» + PI, 

Der voranstehende Faktor ıst als Volumenverhältnis des Parallelepipeds im undeformierten 

und «eformierten Zustande eine Invariante. Die Konstanten a und 5 sind «die beiden unab- 
häneizeen Klastızitätskonstanten der klassischen Theorie 


(ı m | (i 


> 


“ > 
2 m > ' > 


(+ bedeutet hierbei den Schubmodul und m die Poissonsche Zahl der Querkontraktion des 
Materials. 
Die innere Energie je Gittereinheit ıst darnach 


Ma M 
ey BEI... 3 8 a a 2 5 en MB 


II 


Aus der Bedingung, daß e positiv sein muß, folgt wie in der klassischen Elastizitätstheorie 
2m x. Für diesen Bereich ist der Ansatz (5) zulässig, dla dann (es) eine positiv definite 


quadratische homogene Form in den yı.« Ist. 
Für rechtwinklige Normalkoordinaten ist 


a , 
e£ 3 YıutYaTt Ya) PlYınYaa tr Ya2)’as rt Yas)ıı vır Vas ’sı 

Die unendlich kleinen Deformationen können dem Ansatze (5) zwanelos einzeorednet werden, 
wenn für die Verzerrungeserößen die linearisierten Ausdrücke eingetragen werden. 


4. Die Spannungs-Dehnungs-Gleichun- 
gen und das auf endliche Deformationen 
erweiterte Hookesche Gesetz. Die Gleich- 
oewiehtsbedingungen (4) zenügen allein 
nicht zur Bestimmung aller Spannungs- und 
Verzerruneserößen. Hierzu sind noch Be- 
ziehungen zwischen den wirkenden Kräften 
und den durch sie hervorgerufenen Defor- 
mationen erforderlich. Wie ın der klassı- 
schen Theorie bietet die Betrachtung der 
inneren Energie die Möglichkeit, Span- 
nungs-Dehnungs-Gleichungen abzuleiten, wenn von der inneren Energie je Gittereinheit 
ausgegangen wird. 

Zu ihrer Ableitung wird der wirklich eintretenden Verschiebung d eine zusätzliche Ver- 
schiebung dv überlagert, wobei sich die yr. um dyı „ ändern. Die Erhöhung der inneren 
inergie ist dabei gleich der von den Spannungskräften am Volumenelement geleisteten Arbeit. 

-O9v dr 


Var 9 


dx” 





\hbh, 2. 


Es erfahre der Punkt A die zusätzliche Verschiebung Av und «der Punkt B 


op dr“ 


ad Tg a Mit dieser zusätzlichen Verschiebung ist eine Anderung der inneren Energie 
BETE 2 
OD | 2 ' 
vom Betrage Ed" dr de” verbunden. Durch zyklische Vertauschung ergeben sich 
- ( Hy ‘ 


hieraus die Änderungen der inneren Energie für die beiden übrigen Riehtungen. Ihre Summe 
beträgt je Gittereinheit 


h) Q OD v y ) OD 
d(ee) 2 er, \ P.} I" Z e,,- 
( 


EA Er ale 
en 5 
Nun ist 
\ \ 
(y GC, is mithin Ö C, : = N “u Gy Yvu mithin oO e; 7 -0Iyı rg 
und weeen 
MT umb,.eu Ist Shut, Olun + lu: öt,. 
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Für die Anderung der inneren Energie ergibt sich damit die ausführliche Darstellung 





11 ÖYıı 0 Yo OY > 72 . 
ler) J, .) I k?? a T / nn .) T k'öy,, I. %23 Yo Hk"'öy,, - ’ 2 5 (t;)) 
Andererseits ıst nach Formel (5 
N\ a io N Di N \ 
VIeE) VIE) lee) OlIPE) (eg) (ee) 
Vieg) Or - 5 ‚4 5 -— h) Yon Öy (Ga 
0Y., 11 A / 0) / oy, 3 OYy; 2? OY;, | 
Durch Vergleich beider Ausdrücke ergeben sich die sechs Gleichungen 
b 20 (f } olee) 
pi! ji" 
\ y 
\ . ( ‚ı 
20 (ee) . Qlee) 
/ E » re: (“) 
\ ‘ ( 3 
/ 20 (ee) ja Qlee) 
0) Ö. 


Sie sind die Spannungs-Dehnungs-Gleichungen der "Theorie endlicher Deformationen. Sie 
sagen aus, daß die Spannungsgrößen 4" dureh eine partielle Differentiation der spezifischen 
inneren Energie (ee) nach den Verzerrungsgrößen yı.„ erhalten werden. Sie gelten in der 
Form (7) aueh dann, wenn nicht von Normalkoordinaten ausgegangzen wird. 


Nach dem Ansatze (5) ıst die innere Energie (ee) eine homogene quadratische Form 
der Verzerrungsgrößen yrua. Die 4" sind nach (7) lineare homogene Funktionen der Ver- 
zerrungeserößen und lauten 


.) 
R VG [aL, (0.05 —- 03) Pl@gsYast+t @ssdı 2 Gy Ya3)l, 
(5) 
.) ® 
B* | = 142.19,,0,, En > DR a j PR En EM A 
"ı 





usw. durch zyklische Vertauschung. 
Diese Gleiehuneen sind das auf endhiehe Deformationen erweiterte Hookesche Gesetz. 


"ür reehtwinklige Normalkoordinaten ist 





$D 

2 ' ou a3 

/ G\y,. m | Je’ (GF Yıs 
$D 

n Gl: =—ah KB Gy... . Sur 0), 
D 

l Glyat 5) Dre, 

wobeı DV Yıı i 22 33 ıst. 


Die Gleichungen (9) gehen in die klassischen Spannungs-Dehnungs-Gleichungen über, 
wenn unendlich kleine Deformationen angenommen werden. Dann ist mit 


-) 
2 lu, — a]; k"?—= G(u,-+®%,), 
1? 26 | "7 a >| . Br (tr; IuE 
we—$ 
> —2G En ® e K’’ == Gl .) 
i in . ; e, 


Die Gleichungen (9) liefern den Zusammenhang zwischen den Spannungskomponenten und 
Verzerrungsgrößen. Werden die Werte für die Spannungskomponenten 4" aus (9) in die 
Gleichgewichtsbedingungen (4) eingetragen, so ergeben sieh die zur Bestimmung des Gleich- 





V. 


‚) 
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vewiehts erforderlichen Differentialgleichungen für die Verschiebungskomponenten u”, u”, 
„®, Zu diesen Differentialgleichungen treten — genau wie in der klassischen Klastizitäts- 
theorie noch Randbedingungen hinzu, die sich entweder auf die Verschiebungen oder auf 


ie Oberflächenkräfte beziehen können. 


5. Stabilität des Gleichgewichts. Im vorhergehenden wurden die Gleichungen aufgestellt, 
lie zur Ermittlung des Gleiehgewiehtszustandes dienen. Für die Stabilitätsuntersuchung wird 
vorausgesetzt, daß diese Gleichungen integriert sind, so daß die Spannungen und Verschiebungen 
für den auf Stabilität zu untersuchenden Gleichgewichtszustand bekannt sind. Für die An- 


wendung der Theorie werden wir uns mit einem verhältnismäßig einfachen Sonderfall dem 
redrückten Stabe begnügen, dessen Spannungs- und Verschiebungszustand im Gleichgewicht 


ohne weiteres zu übersehen ist. 
Um über die Stabilität entscheiden zu können, muß die ım Gleiechgewichtszustande 
dem Körper enthaltene innere Energie mit der inneren Energie in einem benachbarten Zu- 


stande verelichen werden. Es werden also außer den Gleichzewichtsverschiebungen u”, u”, 
„‘® die benachbarten Verschiebungen u” + du", u? + Inu, u” +9 u” betrachtet und der 


\usdruck für die innere Energie 


E III te dr da’ da” 


in der Umgebung des Gleiehzewiehtszustandes nach den Potenzen der du” bzw. ihrer Ab- 
leitungen entwickelt. 

Nach dem in der Einleitune Gesaeten ist der Gleiehgewiehtszustand dann stabil, wenn 
für jedes zulässige (d. h. mit den geometrischen Bedingungen verträgliche) System von 
„Störungen“ du” die sogenannte zweite Variation 6° E, die die quadratischen Glieder in der 


senannten Entwicklung enthält, stets positiv ist. 





N () 
r . . » . . . , ( A .. 
Werden dureh untere Indizes Differentiationen bezeichnet, z. B. u; 5, BO erhält 
O0" 
die zweite Variation die foleende Form’) 
.yw' | \' (h)\? 5 2 2 (h) \? 5, (hi u hhı (h) I) 
URESENDE 5 \tall+uy j +Eplun 41) +2ßPlunye) +h u, du), 
7 / 2 / - hı Ich ( / 
= PAE pl Kl +2 Blu), in) +tali®”’ 4% du. du, 
Fa 1, k 
' Vi. ) ' / (h) | hl (fh) ( 
» 2la —-p) (lH u, )u,. "+k un’ du, 
h, k 
7 (di I a Al h / 9 2..eh / hi h 
B} all run u, ! a pil tt, u, t > pus hıuhk us IR) day, du, 
h,k 
7 dh (e)\ ,.‚(h d 
. > Ka—A)(I+u, ) + )+2 Bu u,’ ou, sul) 
h, k 
(10). 
‘ 
Y / 7 I; Jı x It) {} 
+ 2 4a - Al Hub) ud +2 BU u u) u 
k,k, m 
Y ( (J l h I) 
2 22a Puh u + K"" ou ou 
h,k,.n 
| Y ww ( (h { ) lv I) hi I, 
vo} 2 pl Fal\(L Hu) + 4 la — A) ul ui u, du, 
RR. 
Y (h) k) | ) hi (Ah l hi 
+ 2 Ha PB) un un) +2P (lu) un du) da) 
h,k,m 
h cd ) h k / 1) 2 3 
2  pll+u), \ ul '+4au, ur 2 Pll+u, ul) dr, on, Ä de’ da)’ da") 
h.k, m 


Die Indizes durchlaufen die Werte eins bis drei, wobei niemals verschieden bezeichnete 
Indizes denselben Wert annehmen dürfen. Über drei hinauseehende Werte der Indizes sind 
nach dem Modul drei zu reduzieren. 

Es kommt nun darauf an, im speziellen Falle zu entscheiden, ob solche zulässige 
Störungen du” gefunden werden können, für die die zweite Variation negativ wird, oder ob 
sie stets positiv ist. Jetzt sind also die Verschiebungen und Spannungen des Gleichgewichts- 
zustandes als gegeben anzusehen; gesucht werden die „gefährlichsten“ Störungen, d.h. solehe 
du”, die die zweite Variation möglichst negativ werden lassen. 


') Dieser Ausdruck wurde erstmalig von Trefftz 1930 berechnet (nach persönlicher Mitteilung) 
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6. Bestimmung der Stabilitätsgrenze. Für die Bestimmung der Stabilitätsgrenze eines 
elastischen Gleiehgewiehtszustandes ist nach dem in der Einleitung Gesagten die Betrachtung 
der zweiten Variation der inneren Energie notwendige. Sie ergibt sich aus dem Ausdruck (10), 
wenn in ihn die dem speziellen Problem entsprechenden Gleichgewichtswerte der Ver- 
schiebungs- und Spannungskomponenten eingetragen werden. Da die unter dem Integral 
stehende quadratische Form in den du” und ihren Ableitungen stets als Differenz zweier 
positiv definiter Formen geschrieben werden kann, ist es zweckmäßig zu schreiben 


0° E () Q,; 


wobei 9, und ©, Integrale über positiv definite quadratische Formen in den Ableitungen der 
u” sınd. 
Um zu erfahren, ob die Differenz negativ werden kann. wird geschrieben 
() 


”E=Q(A—]I), i= D. 


Die (Gefahr des Negativwerdens wird für 9, E um so größer, je kleiner 4 wird. Die „gefähr- 
liehste* Verschiebung aus der Gleichzewiehtslaee ıst nun die, für die 7 ein Minimum wird. 
0,00, 0,060, 


5: verschwinden, d. h. es muß sein 


Soll 7 ein Minimum werden. so muß 94 


DE re ra 


für alle zulässigen Änderungen (du). 

Die (il. (11) hat eine Lösung A=4, die größer, gleich oder kleiner als eins sein kann. 
Der Fall 1 liefert die Stabilitätserenze. 

Da nur nach der Stabilitätsgrenze gefragt wird, kann das Problem noch vereinfacht 
«erden. Die 3: (133 zumt aus: Wie üts elälslichebe Vanschisiuis S'®. 
der Gleiehgewichtslage ist für alle Änderungen 6 (du) 


u”. du” aus 


h) ), - -/ N) ), . 


Statt nun für gezebene Kräfte den Wert von / zu ermitteln und dann zu fragen, für welche 
Kräfte 1 wird, kann auch direkt /=1 eesetzt werden. Gefraet wird dann nach den 
Kräften und zugehörigen Verschiebungen du”, Su”, du” aus der Gleichgewichtslage, für 
dıe beı heliebieen du”) 


a 2 2 > Mi Gr 


wird. Diese Gleichung ist im wesentlichen das Jacobische Kriterium für den Eintritt des 
Stabilitätswechsels. Sie läßt die Stabilitätsgrenze für jeden elastischen Gleichgewichts- 
zustand ermitteln. 

Bemerkt soll noch werden, daß die Stabilitätsgrenze auch aus dem isoperimetrischen 
Vartationsproblem bestimmt werden kann: Unter allen zulässigen Variationen der Ver- 
schiebungen des Gleichgewiehtszustandes sind die die gefährlichsten, für die das Integral 9, 
unter der Nebenbedingung 9,=1 ein Minimum wird. Mit % als dem Lagrangeschen 
Faktor der Nebenbedinzung ist dies mit der Gleichung 


n) ), — / A) (), 


identisch, die mut (11) übereinstimmt. 

Das hier in der Sprache der Variationsreehnung ausgedrückte Kriterium für die 
Stabilitätsgrenze kann in ein System von homogenen Differentialgleichungen und homogenen 
kandbedinzungen für «die gefährlichste Variation verwandelt werden. Dieses homogene 
Problem hat nur dann von Null verschiedene Lösungen, wenn die den Gleichgewiehtszustand 
eharakterisierenden Parameter (Belastungen) bestimmte kritische Werte (Knickwerte) an- 
nehmen. 

Dieses Verfahren soll in den folgenden Abschnitten aın Beispiel eines gedrückten Stabes 
ausgeführt werden. 


Il. Die Stabılität des gedrückten Stabes. 


7. Der Gleichgewichtszustand. Zur Durchführung des Trefftzschen Verfahrens zur 


\uffindung der Stabilitätserenze eines gedrückten Stabes werden die Bezeichnungen den 
speziellen Problem angepaßt. 

Die Koordinaten werden mit ., . 2 bezeichnet. Das Koordinatensystem wird so ge- 
legt, daß die Achse mit der Stabachse und die übrigen Achsen mit den Quersehnittshaupt- 
achsen zusammenfallen. 
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Die Verschiebungen des Gleichgewichts werden mit den großen Buchstaben U, V, W 
‚ezeiehnet. Die Variationen der U, V, W werden nunmehr mit den kleinen Buchstaben «, », w 
‚ezeiehnet. Da späterhin die Variationen der «, v, w gebraucht werden, werden diese mit 
\ı. dv, dm bezeichnet. 

Der betrachtete Stab soll „eingespannt“ sein. Das bedeutet, daß sämtliche Punkte des 
intersten und sämtliche Punkte des obersten Quersehnittes die gleiche Vertikalverschiebung 
fahren, d.h. für die Endquerschnitte W vorgeschrieben sein soll. Unter allen Störungen 
os Gleiehgewiehtszustandes sind also künftig nur die zulässig, für die an den Stirnflächen 


0m Om 
los Stabes mw =0 ist, und damit auch —() und — =. 
0x ( „ 

Der Stab werde durch eine Kraft P=p-f (f= Quersehnitt) bei festgehaltenem unteren 
Ende (z=0) um ein zegebenes Stück | /, zusammengedrückt. Dann sind die Ver- 
schiebungen 

Du, V=a,y; Wı=u,8, 


was ohne weiteres zu übersehen ist. 


Der Zusammenhang zwischen den Dehnungen «,. @,. a. und dem Drucke p ergibt sıch 
aus den Spannungs-Dehnungs-Gleichungen (9), die jetzt lauten 
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Die Gleichgewichtsbedingungen (4) sind wie bei jedem homogenen Spannungszustand 


von selbst erfüllt. 


8. Die zweite Variation der inneren Energie. Der homogene Gleichgewichtszustand ver- 
ıiert oberhalb einer „kritischen* Größe des Druckes p seine Stabilität. 

Um die Stabilitätsgrenze zu finden, muß die zweite Variation der inneren Energie be- 
(rachtet werden. Sie ergibt sich zu 


”E=/[((Pall+a” u +l+a)vy” +(l-+a,) w,] 
Isla Pl +) +a,)urty„+il+a,tl a-)e,w.+(1 Ha.) +a,)w. tu, 
pIA+a(uy+u)+lta) er +r) ++ a.) (mw? + w,?) 
r2[(1+a,)(l+aJ)v,u,+r21+a)(l-+a,)w,r.+2(1+a,)(1+a,)u. w,|\dedydz 


Werden statt der Störuneen «. vr, w 


„—=(l-+a,)u. v—=(l-+a,)v, w=(1-+ a;) w 
, Gm | u: 
eingeführt und a= , >, B=> gesetzt, so ist 
z m a p 
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Das erste Integral ıst genau gleich der Formänderungsarbeit der klassischen Elastizitäts- 
theorie gebaut. Es stellt die Formänderungsarbeit dar, die bei kleinen Verschiebungen %, v, 
eintritt, wenn diese allein vorhanden sind. Das zweite Integral enthält den wirkenden Druck p. 
Damit ıst die zweite Varlation der inneren Energie des gedrückten Stabes als Differenz 
zweier Integrale über positiv definite quadratische Formen in den Ableitungen der a, vr, w 
eeschrieben. also 

$” FE ), (), . 


9. Die Jacobischen Gleichungen. Nach «den Ausführungen ın 6. ist die Stabilitäts- 
orenze für einen elastischen Gleichzewichtszustand erreicht, wenn es eine „zefährlichste* 
Variation #, », ww gibt, für die bei jeder zulässigen Änderung du, dv, dw 


n) ), 2) ), 


ist, wobeı ım Falle des gedrückten Stabes @, und 9, die obigen Werte haben. 

Die Krfüllung der Gl. (12) für beliebige Variationen der «, v, = führt auf ein System 
von drei partiellen Differentialgleichungen. Es stellt die Jaeobischen Gleichungen dar, 
(ie dem Gleichgewichtsproblem als Variationsproblem (6.) zugeordnet sind. 

Um «die Ableitung zu vereinfachen, werden die (uerstriche über den @“, », w wieder 


weggelassen. Die partiellen Ableitungen des Integranden von 9, nach den Verzerrungs- 
Ba ou du or m" e SEA .. 
größen —— , > , . usw. werden in formaler Übereinstimmung mit der klassischen Theorie 
Ü.& ( 2 0) JE 
\ () \ Y 
i ‚’jon ‚‘tiou 0? 
dureh «die Spannungen 6, Tx, usw. bezeichnet. ©, 24) \ ky=G - | 
’ IO.r in >| 0 „ Q „| 
A ou 00 0 , 
usw, wo @ ist. 
0 Fr 0 7 02 


Da 9, die Gestalt der Hookeschen Formänderungsarbeit hat, so ereibt sich die erste 
Variation von 9, genau wie dort mit = u, + r,+- mw. zu 


ed: \@) 
m“ 
09, .2\\\du« Gldm u 5 Idedydz 
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\antel 
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\|dur., Fövrt., dar o.| do -\\dwur., MHovT.:, -9mo;.|do. 
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Die Gleichung 9 %,=0d%, kann für alle zulässigen Variationen nur bestehen, wenn 
»rstens in den Rauminteeralen die Integranden einander gleich sind. Daraus folgt 





R | Ä m OÖ =) p Vu 
u = > 
ä mn 20x) (l-+a,)”0z 
rn | m 0 =; p 0° 13) 
ı ! > +), 
nm —20y (1--a,)’ 02°’ | 

r | Ä mn 009 p Von 

m ie ar 
m —202 (1-+ a;)’ 02° 


Diese Gleichungen sind die Jaeobischen Gleichungen. 
/u ihnen treten Randbedineuneen hinzu, die aus den Oberflächeninterralen fhıeßen. 


a) Die nur von 9 @, herrührenden Integrale über die Mantelfläche müssen verschwinden. 
Darans folet, daß an der Manteloberlläche die Gleichungen 


6,.C0s (N, .) Txyecos(n, My) 0) 


T.yecos(n, x) 0,€c0s (n, 1) 0 (cos n, 2 0) 
Txz COS (N, 2) + Tyz cos (N, y) =V 


bestehen, die besagen, daß den Verschiebungen «, r, w eine kräftefreie Mantelfläche ent- 
spricht. 


b) Die über die Stirnflächen zu nehmenden Integrale von 80, und 8 0, müssen ein- 
ınder eleieh sein. Da nun nach 7. für alle zulässigen Störungen und ılre Variationen 
an den beiden Stirnflächen m =0 «eereben und mithin d1® 0 ist für alle Punkte, mithin 


auch ww, =0 und w,=0 ist, folet für die Stirnflächen 7... @w. und 7,,„= @Gr,. Mithin 
bleibt in dem Ausdruck für die obere Stirnfläche nur 


N 


[A : ) 
Fr dedy \ \i A 


AT 
02 


n) H d.r dy 


( Ad 


\\vuG 


stehen, woraus bei beliebigem du folgt 


7) 


02 


0, 


lintsprechendes gilt für die untere Stirnfläche, ebenso wird 


\lıt der Bedingung = =0 zusammen lauten die Randbedingungen für die Stirnllächen 


RT Or 
1° vd. v0 


2 r Y==V ur ) 
z- ' = 0 oder ? . 8%, 0), 


Damit ergibt sich schließlich: Die „gefährlichste* Verschiebung #v, », ıw genügt den 
ıomogenen Differentialgeleichungen 


R | PROBE... a ) p oT) 
1 ei -1> r 
m — 20x (1+a,)02 
(: | ri ( er p ( ! 
1 A N “ 2) 
| n—20y (1-+a,)’0z° 
r | | m 00 p DET} 
l ‚U > > > 
m —202 (l-+a.)’ 02° 
init den homogenen Randbedingungen 
a) für den Mantel 
17. 4Cc081N,%9) 7 0, cos In, 2) =WU, 
G,«Cos (N, ) m Tyy COS (n.2)=V. 


Tyz2Cc0S (N, Y) + T,,zcos(n,x)=V, 
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h) für «die Stirnflächen 
Th (. M ı). u Er; 


wobei die Spannungen nach den Festsetzungen der klassischen Theorie zu bilden sind. also 


= (d" (-) ‚(da Vn\ 
Ö, > %@ls 2 ( = 
0 x IE 2 ”. Ö 7 or 

Die (il. (13) lassen eine einfache Deutung zu, die den Zusammenhane der erweiterten 
Theorie mit der elementaren Näherungstheorie erkennen läßt. Wenn in den Gleichgewichts- 
(leiehuneen der klassischen Elastızıtätstheorie 


al A 
' H . 0) 
MR 20a | 
17 ie, 
(Gldı == 
m 20y 
alt m ( ei ’ 
ı I f v0 
I 3 0: 
als Volumkräfte 
PP 2 J) u u 
\ 4,5, ) ! eh A ! „m 
(| dx) (1 Ay) 2“ (| r Qa,)' 
eingesetzt werden, so ergeben sıch die Gl. (13). Das besagt, daß die Integration dieser 
Gleichungen mit der Aufgabe identisch ist, die Gleichgewichtsgestalt des Stabes zu finden, 
wenn bei geeignetem p-Wert die Belastungen je Volumeneinheit den Größen u.., v.., w 


proportional sind. 
Wenn «die Volumenbelastung über den (Querschnitt des Stabes integriert wird, so er- 
eben sieh die Belastungen je Längeneinheit des Stabes zu 


| Po def] | P d[e] | P dfw] 
VIR a YılF | ZI 
\ | dx) d 2° \ | Ay)” d 2? 4 \7 ! (] Ha.)” dz? ’ 
A lul A . . . ° . . 
WO). USW Mittelwerte sind. Werden diese Mittelwerte dureh die für die Balkenmittel- 
er Aa Fu Pv : i ‚ ’ i 
linie genommenen Differentialquotienten 122° de ersetzt, und wird «die kleine Größe a im 
da? dz' 
Nenner geren eins vernachlässiet, so entsteht die Aufgabe, die Gleichgewichtsgeestalt eines 
RE Au 
Stabes zu finden, der senkrecht zum Stabe je Längeneinheit mit den Kräften ur z 
“pr 
dr . u e 
’ _, belastet ist. Das ist genau der Inhalt der aus der elementaren Theorie folgenden 
Gleichung FE Tae!N\ Pmll 


Ill. Numerische Ereebnisse., 


Die Jaeobischen Gleiehuneen samt Randbedineuneen von S. 361 besagen,. daß neben 
dem Ausganeszustande ein benachbarter Gleichgewichtszustand existiert. Die Verschiebungen, 
die den Auseaneszustand in den Nachbarzustand überführen, sind bis auf die von eins sehr 
wenige verschiedenen Faktoren (1 + a,” usw. die Lösungen «, vr, w. Da die Jacobischen 
Gleichungen und die Randbedingungen homogen sind, hegt ein Eigenwertsproblem vor. Der 
Kigenwert ist «die „kritische* Last p selbst. 

In diesem Absehnitt wird das Eigenwertsproblem für den kreisförmigen und recht: 
eckigen Querschnitt gelöst, im ersten Falle dureh eine Integration mittels Reihenentwicklung, 
im zweiten Falle mittels des Rıitzschen Verfahrens. 


10. Der kreisförmige Querschnitt. Die Gl. (15) 
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werden auf Zylinderkoordinaten umgeformt. Sie bedeuten, daß die Gleichgewichtsgestalt 
»ines Stabes gesucht wird, der je Volumenemheit von den Kräften 


A 7) 0’ NuTE 


———AÄ, 


) - 
PN 2: 


helastet ist, wobei die sehr kleinen Größen «a,. @,, a- gegen eins vernachlässiet sind. 


Wenn nun Zylinderkoordinaten r, 9, z eingeführt und die Verschiebungen in radialer 
Richtung mit o, in tangentialer Richtung mit 7 und in achsialer Riehtung mit »w bezeichnet 
werden, so lautet die Aufgabe, die Gleichgewichtseestalt eines Stabes zu finden. der in 

AR. TR N? 


we ee ( an | n 
diesen drei Riehtungen von den Volumkräften = pı.2: Pac: P x. belastet ist. Sind 
( 0 07 


69, 6-, 7,9 792, 7,; die auf Zylinderkoordinaten bezogenen Spannungskonponenten, so lauten 
lie Gleiehgewiehtsbedingungen ’) 


06, I odr,9 , OT. , Or —09 0’ 0 
or r 00 02 r ! 02° 
O T, N) l ( 0, Q T 2 T, N) Po T 
M ar N 
Or r 00 Oz r | 02 
7; lor94;: ,00,, T, Von 
| E2 .ı , . 
or r 00 Oz Y I 02° 


und die Spannungs-Dehnungs-Gleichungen 


m | 00 () i10w .d7 
Oo uf eu . yzlı | g | |. 
’ or w—2 En r ou 02 
al. Or oO (-) a do. dw 
GO, -2Uu Aa a v5 Tz | a 
u r 00 r we —: B2 0z or 
| | Om () | ‚[Or T | 90) 
F; = Ur ge r T,) ‚| 
0: ne — 23) ii or N r 02 
) ( 0 | ) T #) RETE 
or TE), f 02° 


Durch Klimmnation der Spannungen in den Gleichgewichtsbedingungen mittels der Spannungs- 
Dehnungs-Gleichungen ergeben sich die Jacobischen Gleichungen in Zylinderkoordinaten. 
Sıe Jauten mit 








0” Il 0° Io 0° 
. or r? 00° ror 02° 
alı m 00 2 Or 0 "0 
r| ‘ T 6} ( “| ) r% 
+8 m—20r +’00) "2: 
| (lt). 
ala nn 1009 200 T | Or 
) T 1 > - 0 ’ 
| m—Z2ror +0) 77] "N: 
r | m 009 O7 
r| IWW ) r 
| ni 20 2 | | 0 2° 
/u ihnen treten die Randbedingungen 
a) 0,0, 790, 7... 0 für den Zylindermantel und 
b) w=0, u,=0, v,=0 für die Stirnflächen (2=0, 2=1). 
Zur Integration der Gleichungen (14) wird der Ansatz 
o- Pir)cosn Vcosvz, | 
r—= ()(r)sınn dcosvz, (15) 
mw Rir)cosnVsinvz | 
ewählt. Er genügt den Randbedingungen für die Stirnflächen, wenn 
IE 
„ (16) 
I; 


>) Vgl. Handbuch der Physik. Band VI. 8. St. 
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genommen wird. Für die Funktionen Pr), Y(r). R(r) folgen aus (14) die drei gewöhnlichen 


Differentialeleichungen 





a Lu m—?2 i E m—2 ,|P 
P—fl I+, n"—v’(g—1)5 ai ie 
r | (m 1) (m I) | 
3m ) () men v mv ML 
7 En m v v0, 
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® Br > (nm DD ; B 40 
U 17 u, te BE 
r w—&ä | r° 
" 5 47 (ie). 
3m 2 mn J mnv Äh 
Mr vd. 
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| Ilm | n”| 
Ir - R' -»” 4 ) | IR 
) w—2 p” 
Wi; mv I’ mnv (0) 
-) I’ ) ) 0 
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pP 


wobei die Striche Ableitungen nach r bedeuten und 4 2 Ist. 
1 


Durch Einführung der Zylinderkoordinaten ist es mithin gelungen, das partielle Gleichungs- 
system (14) auf ein System von drei gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
zu reduzieren. 

Die Gleichungen (17) liefern nun den Fall der Kniekung, d.h. des seitlichen Ausbiegens 


der zylindrischen vollwandigen und hohlen Säule für » = 1. Die Gleichungen lauten, wenn 


0. ’ 
noch der Wert ,, für die Querkontraktionszahl eingesetzt wird, 





«> 

» ’ ’ 2 “ . .) .) ) ’ »r [7} ’ 

"+ f+ .„."au- Br P--„P--sttr sr + Pr =, 
‘ i 4 2 ‘ " { 

2 | i ı) BB) #5) )Yy 

"oO +rQ +r(q—VYUroV = 0 = =rP arR=ß, Pe (18). 

2 rt ,’ Y ‘ j} > M) v .) ” rn ) Yr 

"RR +rR + v’ly = 7 7 vr ep > rQ=0 


Die Kandbedinzungen für «den Mantel vereinfachen sieh mittels des Ansatzes (15) zu den 


Gleichungen 
ir„P +3(P+0)+3»rr,R=0, | 
P+0 1,0 =0, ee 
RB —-» PB | 
wozu im Falle des Hohlzvlinders drei analoge Gleichungen mit r; statt r„ hinzutreten. 


Die vollständige Integration des Gleichungssystems (15) führt auf sechs Integrations- 
konstanten. Diesen stehen für den Fall des Hohlzylinders sechs Randbedingungen (drei am 
Innen-, drei am Außenrand) gegenüber. Für den Vollzylinder bestehen drei Bedingungen für 
den Außenrand. Die fehlenden drei Bedingungen ergeben sich aus der Forderung, daß die 
Spannungen 9,, 7,9. 7,; für r—=0 endlich bleiben müssen. Die Funktionen P, 0, R müssen 
sich für r==0 regulär verhalten. Diese Regularitätsforderung liefert drei weitere Angaben 
zur Bestimmung der Konstanten. 

Die Gleichungen (15) werden für den Vollzylinder in der üblichen Weise durch Potenz- 
reihenentwieklung integriert. Die sukzessive Berechnung der Koeffizienten liefert, wenn die 
Integrationskonstanten mit e,, e,, e, bezeichnet werden, die Reihen 
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Außer diesen Lösungen besitzt das System (18) noch logarıthmisch singuläre Lösungen, 
lie weren der Reeularitätsforderung wegfallen. 


Durch Multiplikation der Reihen mit den trigonometrischen Funktionen von # und z 
oemäß dem Ansatze (15) ergeben sich, wenn g gefunden ist, die gesuchten Werte für die 
„zefährliehsten*“ Verschiebungen des zylindrischen Stabes aus der Gleichgewichtslage. Aller- 
lines steeken noch die drei willkürlichen Integrationskonstanten e,, e,, e, darinnen. die aus 
den Randbedingungen (19) zu bestimmen sind. Sie lauten 


7r.P'+3(P+0Q)+3vr,R=0, 
P+V0— rd 


PR’ vl’ 0 


0, 


und sagen aus, daß der Mantel spannungsfrei wird. 


Werden für P, 0, R die Werte (20) mit r = r, eingetragen, so bilden die Randbedingungen 


ein System von drei homogenen, linearen Gleichungen für die Konstanten e,,€,,€,, Die Größe : 
.) 


.). . 

an ’ N ' a au IT 

7 und der Radius r, treten in geleichhohen Potenzen auf, so daß für ıhr Produkt % ] 
J d 


sesetzt wird. Dieses System von drei homogenen, linearen Gleichungen kann nur dann dureh 
von Null verschiedene Werte der Konstanten aufgelöst werden, wenn die Determinante D 
des Systems verschwindet. Da die Determinante die unbekannte Lastgröße g enthält, kann 
diese so bestimmt werden, daß die Determinante Null wird. 


Für die folgenden Rechnungen sind die Reihen für P, 9 R mit der ın den Formeln (20) 
angegebenen Güte verwendet worden. Die umfangreiche Berechnung der Determinante führt 
auf die Gleichung 





0 2 >46 10994, -203 Ti 
n Y „2 _ ji 
.) 6 
(21). 
12195 36045 Ti 31781 Ti S3IS g 16 0 
19. 144 Cs 


Die Weiterführung der Rechnungen ist nur noch numerisch möglich. Wegen des kom- 
plizierten Baues der Gl. (21) hinsichtlich 4 werden zur Auswertung der Reihe die Lastwerte 


’ , - 3 . . . . TERN 
vorgegeben. Da y U ist und der Schubmodul @ sehr hoch ist, muß y eine kleine Größe 


(i 
sein. Mit @ =S00000 „ ergeben sich für die im Bereiche des Hookeschen Gesetzes 
em? 
liegend 00.8, und 1600, die W Ei . 
leeenden Belastungen p en: tume y — 16 cm? il ert« 4 1900 ZW, ‘4 300° 


Die Erzebnisse der Gl. (21) sind mit der elementaren Theorie verglichen worden, wo- 
nach die Knicklänge L, gegeben ist durch 
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Das Resultat ist, daß sich nur eine geringfügige Abweichung von der Eulerformel ergibt 


Ks ıst 
Ä L? TALH. I 0,0012 
71000 a id 
_ An? ni | 0,0027 
IT 500 I/ u ni 


Darnach ist in den Grenzen der Rechengenauigkeit die EKulersche Kniekformel bestätigt. 


11. Der rechteckige Querschnitt. Der Stab habe wiederum die Länge 4. Das Recht: 
eck habe die Seitenlängen 2a und 2b (a h). Die Lage- und Einspannverhältnisse sind die 


eleiehen wie vorher. 


Die Stabilitätsgrenze wird von der Gleichung 90,90, beherrscht, wobei 9, und ©. 
die anf Seite 360 erläuterte Bedeutung haben. 
Zur Lösung der Gleichung wird das Rıtzsche Verfahren verwendet. 
Für die Verschiebuneen ", r. w wird ein erster Ansatz 
en 
«= Alay)cosvz,. v=bB(lry)cosvz, w=Ü(rey)sinvz, v ] Een 


eewählt. der das räumliche Problem auf ein ebenes Problem reduziert. Er erfüllt die Rand- 
bedingungen für die Stirnflächen, wonach für 2=0 und z=l, w=0, u.—0, v.—=0 sein 
muß. Die Interration von 9, und 9, über die Stablänge ZL ergibt 


(A. +B,+rC)’ —24A,B,—-2vB,UÜ—2v4A, (0 


(A,„+ B.” + (C,— DB’ + —(C,; 20 dedy, >.) 
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Für .1. B. € wird der Ansatz gewählt 


A 





v N » ‚2 i ») ’ » i ’ 2 
| u a,X&% 760, „ +4, va A, VA „ Oog? „ R 
[3 Da » 3 3 > “ f} r ) M) > 
B . + I), Ki T [’» „ + Pi I y I a Dis va „ 4 Pos 4 - , : i ; } (24). 
' N nr . l “nr ar ’ .2 N I, ’ * 1 nr ’ 2 
( y' je 3 A E ’2 A + #33 ) 4 32 ) 4 „ i 2» ) „ 


Wird er ın (25) eingetragen, so ergibt sich 
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Die Integrale 9, und 9, sind zu homogenen «quadratischen Funktionen der achtzehn 
Koeffizienten geworden. Die Gleichung der Stabilitätsgrenze, 90, 090,, liefert für die 
Od RR) 
v ap . . j) . .p Y u 1 2 
Koeffizienten achtzehn lineare Gleichungen gemäß der Formel | i 

04, 0G;, 
achtzehn Gleichungen zerfällt in vier Gruppen, die die folgenden Koeffizienten enthalten : 
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Die einzelnen Gruppen sind Systeme homogener, linearer Gleichungen für die darin 
vorkommenden Koeffizienten, die nur dann eine von Null verschiedene Lösung haben, wenn 
die Determinante verschwindet. Greifen wir also eine Gruppe heraus, und setzen ihre Deter- 
minante gleich Null, wodurch die Knicklast bestimmt ist, so erhalten wir die Koeffizienten 
dieser Gruppe bis auf einen gemeinsamen Faktor. Die Koeffizienten der anderen Gruppen 
werden null, weil die Determinanten der anderen Gruppen für den ermittelten Wert der 
Knieklast nicht verschwinden. Uns interessiert hier zunächst die Determinantengleichung, 
welche die Knicklast liefert; es fragt sich also, welche der vier Gruppen wir zu nehmen 
haben. An sich natürlich die, für welehe die niedrigste Knicklast herauskommt; welehe das 
ist, können wir aber unschwer erkennen. Kniekt der Stab ın der »-Riehtung aus, so haben 
alle Punkte des Querschnitts nahezu die gleiche Verschiebung in der .-Richtung. « kann 
also keine ungerade Funktion in .r sein. Nun ist die einzige Gruppe, welche für « keine 
ungerade Funktion liefert, die dritte. Setzen wir also die Determinante dieser Gruppe gleich 
Null, so müssen wir den Wert der Knieklast bekommen, bei welchem ein Ausknieken in der 
“Richtung erfolgt. Die vierte Gruppe, welche aus der dritten durch Vertauschung von .r 
und „7 hervorgeht, liefert die Knicklasten für ein Ausknieken in der „-Richtung; die 
Determinantengleichung ist die gleiche wie die der dritten Gruppe, wenn man a und 5b ver- 
tauscht. Die Gruppen I und 2, die bei einer Vertauschung in sieh übergehen, liefern eine 
\rt Quetschgrenze, doch kommt diesen Werten keine physikalische Bedeutung zu, weil diese 
Voreänge außerhalb der Grenzen des erweiterten Hookeschen Gesetzes liegen. 

Wir schreiben die dritte Gruppe der Gleichungen ausführlich auf: 

8a, +i12na,+[42 +12n’+4n’k’(l — pP, +9y, 0 


3 (1 ‘( G, 71 (I y) I? dy, L (1 y) n? h? hi; 3Y, M) 
Bi-Va,+5d1 PRa,n+PAdA- Na R+60la, +60, By, d 
Bi da,+ [9 gA?+210]a, +5 (d Va. + WB, +30y,=0 


6,+4ka, —-2nka,t6hd,+l6+l— 2g)k?y,=0 
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zesetzt ist. Die Determinante dieses Systems lautet, ausmultipliziert: 
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Da die Koeffizienten der Potenzen von 4 mit dem Vorzeichen wechseln, kann die Gleichung 
nur positive Wurzeln haben. 

Für die numerische Berechnung bemerken wir, daß sowohl g als % sehr klein sind. 
Betrachten wir den Grenzfall sehr schlanker Stäbe, d. h. lassen wir k gegen null gehen, so 
bleiben nach Multiplikation mit %#* nur die letzten Glieder im linearen und im absoluten 
Gliede übrig, welehe zur Bestimmung von g die Gleichung 


1342? —- 15g—0 


liefern. Daraus ergibt sich die Kniekspannung 


13 a1. 
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Setzen wir hier eın: 
G en E, m ed I; s”“ ii P.=p,:F 
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so erhalten wir genau die Kulersche Formel für den eingespannten Stab: 


tn?’EIl 
P, —; 
Diese Formel ist damit für den Grenzfall sehr schlanker Stäbe bestätigt. Das Seiten- 


verhältnis » tritt nicht explizit auf; streng genommen Ist eine von n abhängige Korrektur 
erforderlich, doch erreicht diese für praktisch wichtige Fälle offenbar keinen merklichen 
Betrae. 


Zusammenfassung. Als Beispiel zu der von E. Trefftz entwickelten Stabilitätstheorie 
des elastischen Gleichgewichtes wird in der vorliegenden Arbeit die Kniekerenze für kreis- 
förmiee und rechteckige gedrückte Stäbe berechnet. Der erste Abschnitt enthält einen Abriß 
der Klastizitätstheorie für endliche Deformationen. Insbesondere wird gezeigt, daß der Aus- 
druck für das elastische Potential (innere elastische Energie der Volumeinheit) aus der 
Klastizitätstheorie kleiner Deformationen übernommen werden kann, wenn man statt der 
linearisierten Verzerrungsgrößen der klassischen Theorie die wirklichen Verzerrungsgrößen 
für endliehe Deformationen (d. h. die Änderungen der Koeffizienten des Linienelementes) 
einsetzt. 

Aus dem so gewonnenen Integral für die gesamte innere elastische Energie wird ım 
zweiten Teil der Arbeit zunächst der Ausdruck für die zweite Variation der inneren Energie 
eebildet, dessen Vorzeichen über die Stabilität entscheidet. Es wird dann nach den ge: 
bräuchlicehen Methoden der Variationsrechnung die Stabilitätsgerenze bestimmt, d. h. die Be- 
lastungserenze, oberhalb welcher die zweite Variation negativer Werte fähig ist. Der dritte 
Absehnitt enthält die Ergebnisse der numerischen Rechnung, aus welchen hervorgeht, daß 
in den Grenzen der Rechengenauigekeit (d. h. bis auf Bruchteile eines Prozentes) die Eulersche 
Formel bestätigt wird, die man nach den elementaren Methoden der Balkenbiegungslehre 
ermittelt. 

Ich möchte nieht versäumen, Herrn Professor Dr. Trefftz für die Anregung und 
Förderung meiner Arbeit an dieser Stelle herzlich zu «danken. 211 





WW, 


ch. 


sand 12, Heft 6 


Dezember 1992 Pollaezek-Geiringer, Zur Gliederungstheorie räumlicher Fachwerke 369 





Zur Gliederungstheorie räumlicher Fachwerke. 
Von Hilda Pollaczek-Geiringer in Berlin. 


n einer älteren Arbeit habe ich die „brauchbar* gegliederten') ebenen Fachwerke charakterisiert. 

Während sich, wie dort gezeigt, für ebene Fachwerke die Frage vollständig erledigen 
läßt, ist es sehr schwer, bei räumlichen Fachwerken ein einfaches und einigermaßen um- 
fassendes Kriterium der Brauchbarkeit zu finden. Schon allgemeinere Klassen von räumlieh 
brauchbaren Gliederungen anzugeben, ist nicht leicht. Von diesem Standpunkt aus interessiert 
ein bekannter Satz von Cauchy über Polyeder, welcher, entsprechend interpretiert, gestattet, 
eine große Klasse brauchbarer Raumfachwerke zu charakterisieren. 

Der Satz von Cauchy besagt, daß ein konvexes Polyeder, sobald seine Seitenflächen 
als starre ebene Scheiben betrachtet werden, im ganzen starr ist. Faßt man insbesondere 
ein sogenanntes Trigonalpolyeder oder Dreieckpolyeder ins Auge, dessen Begrenzungsflächen 
lauter Dreiecke sind, so ist jede dieser Flächen starr, wenn die begrenzenden Kanten als 
starre Stäbe angesehen werden, und der in Rede stehende Satz wird zu einer Aussage über 
räumliche Fachwerke. Übrigens folgt aus dem Satz für Dreieckpolyeder der nur schein- 
bar allgemeinere Satz über die Starrheit beliebiger Polyeder, denn durch das Aufsetzen einer 
n-seitigen Pyramide auf jedes begrenzende n-Eck eines Polyeders wird an der Starrheit oder 
Unstarrheit eines solchen nichts geändert. Besitzt ein einfach zusammenhängendes Dreieck- 
Polyeder k Ecken, so besitzt es (3% 6) Kanten, und wenn man (ohne an Begrenzungstflächen 
zu denken) diese Eeken als Knoten, die (3% —6) Kanten als Stäbe eines Raumfachwerkes 
ansieht, so ist dieses statisch bestimmt. Der Cauchysche Satz besagt nun, daß dieses 
Fachwerk, wenn das zugehörige Polyeder konvex ist, als Fachwerk immer starr ist. Das 
heißt zweierlei: Einerseits, daß die Gliederung eines solchen Fachwerkes eine brauchbare 
ist: andererseits, daß die konvexen Realisierungen dieser brauchbaren Gliederung gewiß 
keine Ausnahmefachwerke darstellen. 

Im folgenden beschäftigen wir uns lediglich mit der Gliederungsfrage. Der Cauchysche 
Satz liefert eine Klasse in unserem Sinne brauchbar gegliederter Raumfachwerke; es soll in 
dieser Arbeit ein Beweis dafür gegeben werden, der, bloß mit Mitteln der Fachwerktheorie 
arbeitend. solche Hilfssätze formuliert, die auch an sich für die Statik von Interesse sind ’?). 

In Abschnitt 1 werden die meist nach Henneberg benannten Bildungsgesetze, 
die den sukzessiven Aufbau der statisch bestimmten starren Fachwerke von % Knoten aus 
solehen geringerer Knotenzahl lehren, derart ergänzt, daß bei den notwendigen Stabver- 
tauschungen keine Beweglichkeitsvorschriften mehr auftreten, sondern genaue Anweisung 
für die Wahl der Punkte und Stäbe gegeben wird. (Präzisierungen dieser Art finden sich 
schon in der älteren Literatur, vor allem bei Henneberg selbst, doch sind sie, mindestens 
für den 5-stäbigen Knoten, soweit mir bekannt, teils unvollständig, teils unrichtig.) 

Die in diesem Sinne ergänzten Bildungsgesetze liefern ihrerseits bereits einen Beitrag 
zum allgemeinen Brauchbarkeitsproblem, denn sie gestatten ja die zwangläufige Ableitung 
beliebig vieler brauchbarer Fachwerke. — Ohne Schwierigkeit folgt insbesondere in Abschnitt 2 
daraus der zu erweisende Satz, daß ein nur aus Dreiecken bestehendes Raum- 
[achwerk, das so gegliedert ist, daß man es als Gerüst eines einfach zu- 
sammenhängenden Polyeders auffassen kann, von brauchbarer Gliederung 
ist. Es erscheinen nämlich die sog. „Fundamentalkonstruktionen* der Trigonalpolyeder als 
Sonderfälle unserer Fachwerkbildungsgesetze. Dem Satze läßt sich, wie in Abschnitt 3 ge- 
zeigt wird, noch die folgende Gestalt geben: „Ein statisch bestimmtes Raumfachwerk, das. 
in die Ebene ausgebreitet, eine schlichte Figur ergibt (ohne Überschneidungen von Stäben), ist 
brauchbar.“ Schließlich wird in Abschnitt 4 einerseits noch auf gestützte Polyeder-Fach- 
werke eingegangen, andererseits werden auch offene Polyederschalen (die ja im allge- 
meinen nicht statisch bestimmt sind) betrachtet und einige praktische Anwendungsbei- 
spiele gegeben. 


1. Ergänzung der Bildungsgesetze. Die „Hennebergschen Bildungsgesetze* lehren be- 


kanntlich die Ableitung aller starren statisch bestimmten Fachwerke von %k Knoten, aller 
F\, aus der Gesamtheit der starren statisch bestimmten F7,_,. Sie lauten: 


1) Vel. H. Pollaezek-Geiringer, ds. Zs. 1927 Bd. 7, S. 58—72. Eine Gliederung eines (räumlichen oder 
ebenen) Fachwerkes heißt brauchbar, wenn die zugehörige Determinante nieht identisch verschwindet, d. h. wenn 
sieh mindestens eine Realisierung dieser Gliederung angeben läßt, die starr ist, deren Determinante also von Null ver 
schieden ist. Eine brauehbare Gliederung kann also im allgemeinen dureh starre und dureh unstarre Kinzelexemplare 
‘ealisiert werden. Es ist somit die primäre Frage die nach brauchbaren Gliederungen. 

2) Von neueren Beweisen des Cauchvyschen Satzes sei vor allem der schöne Beweis von M. Dehn genannt 
Math. Annal. 1916, Bd. 77, S. 466-735), der von ähnlichen Vorstellungen wie wir ausgeht. Ein erschöpfender Beweis 
des Cauehysehen Satzes und der damit zusammenhängenden Sätze wurde, ausgehend von einem Satz von 
Minkowski 1917 von H. Weyl gegeben (Berl. Sitzungsber. 1917, XII, S. 250-656). 
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Aus einem geeigneten starren statisch bestimmten F';_, bekommt man ein vorgegebenes 
starres statisch bestimmtes F}) mit mindestens einem: 

l. 3-stäbizen Knoten: indem man an drei Punkte 1, 2, 3 eines geeigneten F, 
einen »stäbigen Knoten «a befestigt, 

Il. 4-stäbigen Knoten; indem man einen Stab aus einem geeigneten F),_, heraus- 
nimmt und vier Punkte in dem so erhaltenen F,_,*’ so auswählt, daß sie genau eine gegen- 
seitige Beweglichkeit haben; an diese vier Punkte 1, 2, 3, 4 wird a 4-stäbig angehängt, 

Ill. 5-stäbigen Knoten; indem man zwei Stäbe aus einem geeigneten F,_, heraus- 


(2) 


nimmt und fünf Punkte in dem so erhaltenen Fj,_,” so auswählt, daß sie genau zwei 
vegenseitige Beweglichkeiten haben; an diese fünf Punkte 1,2,3, 4,5 wird a 5-stäbig angehängt. 
Dabei sind jedesmal für das Anhängen von « gewisse zweidimensionale Mannigfaltigkeiten, die 
„Grenzllächen“ °) 1. bzw. 2. bzw. 3. Ordnung zu vermeiden, auch dürfen die ausgewählten Punkte 
des jeweiligen F;_,"' —=0,1,2) nieht alle in gerader Linie liegen usf. Uns interessieren hier 
derartige Zusatzbedingzungen nicht, da wir nicht starre, sondern bloß brauchbare F, 
ableiten wollen, und «da stört die Konfiguration eines Ausnahmefachwerkes nicht, wenn nur 
die Gliederung brauchbar ist. Die Bildungsgesetze I, II, III sind richtig mit Ausnahme von 
III, welches noch eines Zusatzes bedarf. Wir sprechen nun die folgenden Ergänzungen 
bzw. Präzisierungen aus (I bleibt dabei ganz unverändert, denn da besteht bereits eine 
eenaue Vorschrift). 

„Man erhält alle statisch bestimmten brauchbaren F, mit mindestens einem 3 bzw. 
(-stäbieen Knoten, indem man 

I. an drei ganz beliebige Punkte 1, 2, 3 eines geeigneten F,._, einen Knoten a aus- 
schließt. 

2. einen Stab (12) aus einem geeigneten F,_, herausnimmt und an 1, 2 und zwei be- 
liebige Punkte 3, 4 des so erhaltenen F',_,“” einen 4-stäbigen Knoten a anfügt. 

3a. Man erhält aus einem brauchbaren statisch bestimmten F,_, ein ebensolches F',, 
indem man zwei beliebige Stäbe (12) und (34) ohne gemeinsamen Punkt herausnimmt und an 
die Punkte 1. 2, 3, 4 und 5, wobei 5 ein ganz beliebiger weiterer Punkt des F,_, ist, 
einen >-stäbieen Knoten «a anschließt oder 

3b. indem man zwei beliebige Stäbe herausnimmt, die einen, mindestens 4-stäbigen, 
Knoten 1 gemeinsam haben, z. B. (12) und (13): dann bleiben dort bei 1 noch mindestens 
zwei Stäbe (14) und (15): an 1, 2,3, 4, 5 wird ein 5-stäbiger Knoten a angeschlossen.“ 


l 


Hiervon ist nur 3b wirklich neu. 2 und 3a finden sich bereits in dieser Form bei 
IIenneberg ausgesprochen, der es so darstellt, als ob man sicher mittels 3a alle statisch 
bestimmten brauchbaren F, mit nicht niedrigeren als 5-stäbizen Knoten erhalten könnte. 
Für unsere Anwendung auf Polveder braucht man 3a nicht, sondern nur 3b. 

Die Voraussetzung in 3b, daß 1 mindstens 4-stäbig sein soll, ist eine selbstverständ- 
liche, denn sonst wäre im Fj,_,”, wo (13) und (12) fehlen, I nur mehr I-stäbig und daher 
im 7, nur 2-stäbig, was jedenfalls Unbrauchbarkeit bedeutet. Bevor wir darangehen, 
diese Ergänzungen zu beweisen, seien einige Punkte zur Klarstellung hervorgehoben. 

Das III. Hennebergsche Bildungsgesetz ist in der ursprünglichen Fassung offenbar 
unvollständig. Mindestens muß man fordern, daß fünf Punkte so gewählt werden, daß sich in 
jedem Quadrupel 1 23 4)....(23 45) eine Beweglichkeit findet, sonst 
kann man sofort und leicht Gegenbeispiele auf diese Art gebildeter unbrauchbarer 
Fachwerke angeben. Eine kombinatorische Ergänzung und Präzisierung von III erscheint 
jedenfalls nieht überflüssig, da man eben die „zwei Beweglichkeiten der fünf Punkte“ nicht 
mehr so ohne weiteres übersieht und hier leicht Fehler machen kann. Faßt man hingegen 
die Regel für den 5-stäbigen Knoten nur wie in 3a, wobei die Beweglichkeit in jedem 
(uadrupel allerdings sichergestellt ist, so müßte man doch erst beweisen, was Henne- 


berg wie etwas Selbstverständliches behandelt, daß dies zur Ableitung aller brauchbarer 


F', ausreicht. 

Nun das angekündigte Gegenbeispiel zu Ill. Zunächst ein sehr triviales: Eine drei- 
eckige Doppelpvyramide mit den Spitzen 1 und 5 und dem Basisdreieck 2,5, 4 ist ein F,, das 
statisch bestimmt und starr ıst. Nimmt man (12) und (13) heraus und hängt a an 1, 2,3, 
I. 5, so ist das unbrauchbar, da bei 1 ein 2-stäbiger Knoten ist. Wesentlich ist dabei, daß 
bei Herausnahme von (12) und (13) Punkt I eine 2-fache Beweglichkeit erhielt, während 
der (uadrupel (2, 3, 4, 5) noch im F,'” völlig starr war’). Der ım F, 2-stäbige Knoten bei | 

>») Bei Henneberg und auch Sehlink wird die Grenzfläche für den 5-stäbigen Knoten unriehtig als von 


t. Ordnung angegeben. Die Gleiehung und Diskussion der Grenzfläche bei beliebigen Knoten findet sieh bei Lieb 
mann. (Müneh., Ber. 1920, S. 197 bis 297.) 


1) Wenn im folgenden in Braucehbarkeitsuntersuchungen gelegentlich das Wort „starr“ gebraucht wird, müßte 


es genaner eigentlich immer heißen „nieht identisch unstarr", oder man müßte jedesmal sagen, daß man zu den in 
Rede stehenden branehbaren Gebilden starre Realisierungen ins Ange faßt, was stets möglich ist. 
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‚ätte sich natürlich durch nachheriges Anhängen von Knoten aus der Welt schaffen lassen. 

\ın noch ein nicht so triviales Beispiel, das mit den prinzipiellen Schwierigkeiten zusammen- 
‚ängt, auf die die räumlichen Brauchbarkeitsuntersuchungen stoßen: Ausgang ist ein statisch 
‚estimmtes brauchbares F\. (An die drei Punkte 1,2, b der dreiseitigen Doppelpyramide a, b, e, 
|. 2 wurde 4 angehängt, an 1, 2,4 kommt 3; sodann wurde (4b) herausgenommen und gemäß 
Vorschrift 2. an 4, b, 2,3 Knoten 5 angefügt.) Aus dem F, werden nun (54) und (52) heraus- 
enommen und sodann ein 5-stäbiger Knoten a an 1, 2, 3, 4, 5 angehängt. Es entsteht ein 
ınbrauchbares F,, denn nach Abbrechen des 3-stäbigen Knotens 5 bleibt ein unbrauchbares 
"_, bestehend aus zwei in den zwei Punkten 1 und 2 und nur in diesen zusammengefügten 
Doppelpyramiden, mit den Grunddreiecken a, b, e bzw. 3, 4, a und den beiden gemeinsamen 
Spitzen 1 und 2., die eine Doppelpyramide ist gegen die andere um (12) als Achse «drehbar, 

Nun der erwähnte nächste Punkt: Die Vorschriften I bzw. 2 reichen aus, wie 
wir sogleich sehen werden, zur Bildung aller stat!sch bestimmten brauchbaren 
",. mit mindestens einem 3-oder4-stäbigen Knoten ausder Gesamtheit aller 
statisch bestimmten brauchbaren F,_,. Hingegen ist bis jetzt nicht bewiesen, daß 
‚a allein oder auch 3a und 3b zusammen zur Bildung aller F, ohne 3- 
oder 4-stäbigen Knoten ausreichen. Ist nämlich, um zunächst den positiven Teil 
lieser Behauptung zu erledigen, ein beliebiges, statisch bestimmtes brauchbares FF, mit 
ınindestens einem 4-stäbigen Knoten a vorgelegt (für den 3stäbigen Knoten ist alles selbst- 
verständlich), der an 1, 2, 3, 4 befestigt ist, so muß, wenn «a entfernt wird, innerhalb 
des Quadrupels 1, 2, 3, 4 in einem der sechs Punktpaare (12) ....... (34) eine Beweg- 
lichkeit entstehen; denn wären alle vier Punkte im F,_,"” noch gegeneinander unbeweglich, so 
blieben sie es auch, wenn man a nur 3-stäbig, etwa an 1,2,3 anschließt, und die Entfernung 
(«4) wäre in diesem F},“ bereits festgelegt. Dies F,‘” ist aber dasselbe FF", das man er- 
halten hätte, wenn aus F} bloß (a@4) entfernt worden wäre; durch diesen Vorgang, nämlich 
las Entfernen von (a4) aus dem starren F,,, müßte aber a gegen 4 beweglich werden, denn 
sonst könnte die im F,“” (in dem (a4) fehlt) im ganzen gewiß vorhandene Beweglichkeit 
durch Wiedereinziehen von (a4) nicht zerstört werden. Es gibt also innerhalb der vier Punkte 
I. 2,3, 4 mindestens ein bewegliches Paar, z. B. (12). Wir können in (12) einen Ersatzstab 
einziehen und erhalten so ein brauchbares F',_ ,. aus diesem folgt umgekehrt das vorgegebene 
F, gemäß 2. 

Leider lassen sich aber für den 5-stäbigen Knoten analog einfache Schlüsse nicht 
ziehen, derart, daß man beweisen könnte, daß etwa 3a allein oder 3a und 3b zur Bildung 
aller brauchbarer F',. mit nur 5- und mehrstäbigen Knoten ausreicht. Ist nämlich ın einem 
vorgegebenen brauchbaren F}, mit einem fünfstäbigen Knoten a dieser an 1, 2,3, 4,5 befestigt, 
so müssen, wenn man a abbricht, allerdings innerhalb der fünf Punkte I, 2, 3, 4, 5 genau 
wei Beweglichkeiten sein. und sogar mindestens ein bewegliches Punktpaar innerhalb jedes 
(Juadrupels. (Dies zeigt man genau so, wie eben für den 4-stäbigen Knoten die Beweg- 
lichkeit innerhalb (1, 2, 3, #).) Es müssen sich aber darunter nicht zwei bewegliche Punkt- 
paare ohne gemeinsamen Punkt befinden. (Wäre dies notwendig der Fall, so gäbe 
es ein F,_, der gewünschten Art, aus dem Fj, nach 3a entsteht; man erhielte dieses F;_,, 
indem man in das F,,_,® in die zwei beweglichen Punktpaare die zwei Ersatzstäbe ohne 
semeinsamen Punkt einzieht.) Wenn aber keine zwei Punktpaare ohne gemeinsamen Punkt 
im F,_,® beweglich sind, sondern nur z. B. (13) und (12), so sind dann die Voraussetzungen 
für 3b auch nieht notwendig erfüllt, denn dann muß allerdings auch (23) beweglich sein: 
denn sonst wäre (2,3, 4,5) ein Quadrupel ohne Beweglichkeit im F,_,“ und das vorgegebene 
F',. könnte nicht brauchbar gewesen sein. Aber die sieben anderen Punktpaare außer den 
drei in einem Dreieck angeordneten (12), (13), (23) können alle starr sein im F,_,'”, ohne 
daß auch nur einer der entsprechenden sieben Stäbe wirklich vorhanden ist. Es sind also 
die Voraussetzungen für 3b in dem brauchbaren F/,_ ,. das man aus FF, ,“ durch Einziehen 
von zwei Ersatzstäben, z. B. (12), (23), erhält, nicht notwendig gegeben’). 

Es folgen nun die Beweise von 2, 3a und 3b. 

Beweis von 2. Zu dem vorgegebenen brauchbaren F,_, wird ein gleichgegliedertes 
starres konstruiert und aus diesem (12) herausgenommen... Dieses F,_,"’ wird, um die Vor- 
stellungen zu präzisieren, in bestimmter Weise durch sechs skalare Bedingungen im Raume 
festgelegt. Dabei können die Koordinaten von mindestens zwei beliebigen Punkten als fest 

5) [eh vermute allerdings, daß man doch mit 3a allein auskommt, indem man benutzt, daß das F; n ur 2- und mehr 
stäbiee Knoten enthält, und untersucht, ob an jedem -stäbigen Knoten diese geschilderte Konstellation auftreten 
kann. Eine derartige Überlegung hängt aber mit folgender schwierigen Frage zusammen: „Sind in einem Fy,'>, das 
ins einem brauehbaren F7 dureh Herausnehmen von » Stäben entstanden ist, zwei Punkte I und 2 starr verbunden, ohne 
daß zwischen ihnen ein Stab ist, welehe Gliederungseigenschaften muß.dann das F7;'”> besitzen, die aus dieser Starr 
heit von (12) folgen?’* In der Ebene z.B. muß es in diesem Falle ein statisch bestimmtes Teilsystem geben, dem (12) 
ıineehört, im Raum aber muß es das gewiß nieht, wie einfache Beispiele zeigen. 

Zu? 
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betrachtet werden, z. B. von I und von 3: dann ist jeder weitere Punkt des F,_,"” entwedeı 
schlechthin fest oder beweglich: 2 ist sicher beweglich, sonst könnte durch Wiedereinziehen 
von (12) die Beweglichkeit des F,;_,"” nicht verschwinden. Ist dann 4 fest. so ist 1. 
.) 


>». 4 fest; hängt man a an 1,3, 4, so ist auch a festgelegt, und da «a fest, 2 beweglich ist, so 
wird dureh Einziehen eines Stabes ın (a2) eine Beweglichkeit zerstört, es entsteht also auf 


diese Art ein brauchbares F;. Ist aber 4 beweglich, so haben 2 und 4 zusammen 
doch nur genau einen Freiheitsgrad, da im ganzen nur einer vorhanden ist, also a, an 2 und 


t hängend, genau 2 Freiheitsgrade (da noch Drehung um (24) als Achse dazukommt), kann 


also auf einer Fläche variieren: andererseits kann a an den festen Punkten I und 3 hängend 
nur auf einen Kreis variieren. Wenn also die Tangente dieses Kreises (in einem bestimmten 
Bewerungsaugenbliek) nicht gerade in die Tangentialebene dieser Fläche fällt. so ist a sicher 


fest. Man erhält also jedenfalls ein brauchbares Fj.. — 
Beweis von 3a. Nach Konstruktion eines gleichgegliederten starren F,_, wird zu- 
nächst (12) herausgenommen und das F,_,” wieder so festgelegt, daß 1 und 3 fest sind: sodann 


wird a an 1,2,3, 5 angehängt (5 beliebig), und in diesem F', ist a sicher fest, gemäß der oben zu 


>. angestellten Überlegung. Sodann wird (34) herausgenommen: in diesem F,® ist Lund 3 
sicher fest, 4 beweglich. Ist dann auch 2 (oder 5) fest, so hängt a an den festen 1, 2, 3, 
ist also fest, und da 4 beweglich ist, so wird die vorhandene Beweglichkeit durch Einziehen 
von (a 4) zerstört, ist aber nur I und 3 fest, hingegen 2 und 5 beweglich, so schließt man 
eenau wie früher, daß a fest ist im F,"”: da aber 4 beweglich ist. so wird durch Einziehen 
von (a4) die vorhandene Bewerlichkeit zerstört. 


Beweisvondb. Es werde (12) und (13) herausgenommen; (14) und (15) sind vorhanden: 
dann herrscht zunächst in diesem F',_ ,*’ in jedem Quadrupel, mit Ausnahme vielleicht von (2, 3, 


1.5), eine Beweglichkeit. Wäre aber im F,_,” (2,3, 4.5) noch starr, so ziehen wir (12) wieder 


ein, dann erhalten wir ein F,_,”, ın dem (2, 3, 4, 5) starr ist, und 1 3stäbig an 2, 4,5 
hängt, also (1. 2, 3, #4. 5) starr verbunden sind: dieses F,_,” ist aber dasselbe, das aus 
dem gerebenen Fj_, durch Herausnehmen von (13) entsteht, und in dem also (13) beweglich 
sein müßte. Daher kann (2, 3, 4, 5) ım FF}, ,* nicht starr sein, und die notwendige Voraus- 
setzung der fünf beweglichen Quadrupel ist erfüllt. Will man nun noch beweisen, daß 
dureh Anhängen von a an 1, 2,3, 4, 5 aus F,_,” ein brauchbares F,, entsteht, so betrachte 
man (45) im Fr, ,”. Sind diese zwei Punkte im F,_,” noch starr verbunden, so denken 
wir uns, ähnlich wie oben, jetzt die zwei Punkte I und 4 gegen den festen Raum festgelegt. 
Dann sind 2 und 3 gewiß beweelich, sonst könnten durch Wiıedereinziehen von (12) und (13) 
die Beweglichkeiten nicht verschwinden. Es sind dann die drei Punkte 1, 4,5 im F,_,* 
starr verbunden, also auch 5 sicher fest; man knüpft a >stäbig an 1, 4.5 und erhält ein F,®”, 
in dem a zewiß fest ist. Da nun 2 und 3 beweglich sind, so folet durch Einziehen von (a, 2), 
(a,3) das gesuchte unbewergliche F.. War aber (45) im F,_,'” nicht starr, so hat man 
in (12) und (45) zwei im F,_,“ bewegliche Punktpaare ohne gemeinsamen Punkt, man kann 
(12) und (45) einziehen und erhält so ein brauchbares F,_,, aus dem gemäß 3a das gesuchte 
brauchbare F, folgt. 

Die hier formulierten, rein kombinatorischen Zusätze stellen, abgesehen von der beab- 
sichtigten Anwendung auf Dreieckpolyeder, einen Beitrag zur Lösung des räumlichen Brauch- 
barkeitsproblems dar. Denn im Prinzip kann man ja, wenn ein zu untersuchendes Fachwerk 
vorgelegt ist, nachsehen, ob man es durch sukzessive Anwendung von 1, 2, 3a, 3b aufbauen 
kann. Wenn ja, so ist es brauchbar. 


2. Anwendung auf Dreieck-Fachwerke vom Polyeder-Typus. In der Polyeder-Theorie 
spielen gewisse „Fundamentalkonstruktionen“ eine ganz ähnliche Rolle wie die 
Bildungsgzesetze in der Fachwerktheorie. Insbesondere entstehen alle konvexen Drei- 
eckpolvyeder sukzessive aus dem Tetraeder durch die folgenden Fundamentalkonstruk- 
tionen‘): „Ist P,_, ein konvexes Dreieckpolveder von (#1) Ecken, so schaltet man aus PB _, 
entweder ein Dreieck aus, oder zwei benachbarte Dreiecke oder drei Dreiecke, die eine Ecke 
cemeinsam haben, und wo eins der drei mit jedem anderen eine Kante gemeinsam hat. Die 
drei oder vier oder fünf Kanten des so entstehenden offenen Randes werden mit einer neu 
einzuführenden Ecke durch drei oder vier oder fünf Dreiecke verbunden.“ Die neue Ecke a 
kann insbesondere so gewählt werden, daß 8, wieder konvex ist. Diese Fundamentalkon- 
struktionen (die ja nur Gliederungsanweisungen enthalten) gelten nieht nur für konvexe, son- 
dern für sogenannte Eulersche Dreieckpolveder. Hier sind einige Worte zur Terminologie 
am Platze. 


6), Enzykl. d. math. Wiss., Bd. III, A,B 12, Steinitz, Polveder und Raumteilungen, S. 53: sowie Brückner, 
Vieleeke und Vielflache. Leipz. 1900, S. S4 ff. 
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Bezeichnet man’) eine einfach zusammenhängende geschlossene Polyedertläche 
deren sämtliche Seitenflächen Dreiecke sind) als ein Eulersches (Dreieck-) Polyeder, so gilt 
ir ein solches die berühmte Eulersche Polvedergleiehung in der ursprünglichen einfachen 
Korm 


Ka 0 re T : \ 9 


venn Ak. f, K die Anzahlen der Ecken, Flächen. Kanten bezeichnen. Aber auch umgekehrt 
‚jlt, daß die Oberfläche jedes dieser Gleichung genügenden Polveders durch ein aus seinen 
Kanten gebildetes „gewöhnliches* (d.h. doppelpunktloses) Polygon in zwei Teile zerschnitten 
wird, also einfach zusammenhängend ist‘). Stellt man schließlich die ältere Auffassung eines 
Polveders als eines von ebenen Flächenstücken begrenzten Körpers voran, setzt voraus, daß 
‚lessen Oberfläche eine „gewöhnliche Polvederfläche**) darstellt, und nennt (nach Moebius) 
einen solehen Körper kaugelartig, wenn jede in seinem Inneren verlaufende geschlossene 
Linie sich daselbst auf einen Punkt zusammenziehen läßt, so kann man auch behaupten, daß 
für diese kugelartigen Polyeder und nur für diese die Eulersche Gl. (1) gilt'®). 
In der Fachwerktheorie betrachtet man natürlich weder eine Polyederoberfläche, noch 
var einen Polyederkörper, sondern nur ein aus Punkten und deren Verbindungen aufgzebautes 
Polvedergerüst. Die Kulerschen Dreieck-Polyeder sind nun dadurch ausgezeichnet, daß 
aus Jeder der drei Zahlen k, f, K bereits die zwei übrigen folgen, also ins- 


besonders K aus k allein. Bezeichnen nämlich f,, f;.: die Anzahlen der Dreiecke, Vier- 
ecke, 22... die ein Polyeder begrenzen, hy, ky,..... die Anzahlen seiner 3-,4........ kantigen 
Kcken, so gilt 
,+k+..=k, A+fht+t...=fh 3h+4k+...=2K, 3, +4f+...=2K 
(denn jeder der drei Ausdrücke Ip k,. Ip f, bezeichnet die Anzahl der ebenen Winkel in der 
D » 


Polvederoberfläche)''). Für ein Dreieckpolyeder ıst daher 


et a er 





und daraus, zusammen mit (1), folet A=53%k 6 und f=2%k t. Dies sind auch die 
srößten Werte, die A und f bei gegebenem k überhaupt erreichen können '?). 


Alle Eulerscehen Dreieck-Polyeder gehen aus dem Tetraeder dureh die 
sukzessiveAnwendung derobengenanntenFundamentaloperationen hervor"), 

Faßt man nun statt der Polveder deren aus Keken und Kanten bestehende Gerüste ins 
Auge, so erscheinen — und damit beginnt nun erst unsere Überlegung — diese entsprechend 
vefaßten Fundamentaloperationen als ziemlich spezielle Sonderfälle der 
"achwerk-Bildungsgesetze 1, 2, 3b: Denn nach der ersten Fundamentaloperation wird 
ja an drei Punkte 1, 2, 3 eines Polyedergerüstes Fj,_,. die hierbei insbesonders durch drei 
Stäbe (12), (23), (31) verbunden sind, ein 3stäbiger Knoten befestigt; nach der zweiten wird 
ein Stab (13) herausgenommen und an 1, 3 und zwei weitere Punkte 2 und 4 ein 4-stäbiger 
Knoten befestigt, wobei hier nur der Sonderfall vorliegt, daß im F,_,"’ die vier Stäbe 
(12), 23). 34). (41) vorhanden sind: nach der dritten schließlich werden zwei Stäbe mit 
semeinsamem Punkt (14), (13) herausgenommen und, da jetzt im F,_,“” noch das Fünfeck 
(12), (23). 34), (45), (51) vorhanden ist (also insbesonders die zwei von I ausgehenden Stäbe 
(12), (15)) an 1, 2, 3, 4,5 ein F-stäbiger Knoten angefügt. Es sind somit alle diese Dreieck- 
[achwerke, die so gegliedert sind, daß man sie als Gerüst einer Dreieckpolyederoberfläche 
Kulerseher Art ansehen kann, durch die wiederholte Anwendung solcher Vorschriften 
entstanden, von denen wir gezeigt haben, daß sie aus brauchbaren Fj_, stets wieder 
brauchbare F, bilden. Damit ist der in der Einleitung ausgesprochene Satz erwiesen. 


3. Verschiedene Zusätze. 


I. Vom Gesiehtspunkt der Fachwerktheorie haben wir in den eben behandelten Dreieck- 
\ichwerken, die durch Dreieckpolyeder realisiert werden können, eine Klasse von brauch- 
baren Fachwerken gewonnen, die wir vollkommen beherrschen und nun nachträglich 
vein als Fachwerke genetisch folgendermaßen erklären können: Es sind die Fachwerke und 
nur die, die durch die sukzessive Anwendung der im vorigen Abschnitt spezialı- 


‘), Brüekner, 8. >». 
‘, Steinitz. 1. e NS. 2 Es komnit übrigens bei diesen Aussagen noch nieht darauf an, daß die Seitenflächen 
erade Dreieeke, sondern nur, daß sie gewöhnliche, einfach zusanmımenhängende Polygone sind. 

’»), Vel. Steiniltz, 2.3. 15. 

10) Steinitz, l.e. S. 22 oben. 

11) Steinitz, |]. e. S. 16. 

12) Steinitz, |. ce. S. #. 

13) Vgl. dazu die eingangs zitierte Arbeit von M. Dehn, 8. 470, sowie Brückner, le. 8. 8. 
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sierten Vorschriften 1, 2, 3b aus dem Tetraeder entstehen. Indem man also an 
drei dureh drei Stäbe verbundene Punkte einen 3-stäbigen Knoten anhängt; oder an vier Punkt: 
I. 2. 3. 4. zwischen denen ein einfaches geschlossenes Viereck mit mindestens einer Diagonalk 
war, einen 4-stäbigen Knoten anhängt, nachdem man zuvor diese Diagonale entfernt hat; odeı 
indem man zwischen fünf Punkten 1, 2, 3, 4, 5, zwischen denen ein einfaches geschlossenes 
Fünfeek und mindestens zwei von einem Punkte desselben ausgehende Diagonalen waren. 
diese beiden entfernt und sodann an die fünf Punkte einen 5-stäbigen Knoten anhängt. Die 
auf diese Art erhaltenen brauchbaren Fachwerke sind dadurch ausgezeichnet, daß für sie 
auch dieReduktioneines F, auf einbrauchbares F,_,jedesmalzwangsläufig 
erfolgen kann. Man braucht ja nur nach Abbrechen z. B. eines 5-stäbigen Knotens des 
F,. irgend zwei von einem der fünf Punkte ausgehende Diagonalen in das sicher vorhandene 
eeschlossene Fünfeek einzuziehen. (Die Reduktion beliebiger brauchbarer Fachwerke F 
auf F,_, beherrscht man allgemein nicht einmal für den Fall des Bestehens eines 4-stäbigen 
Knotens ım F..) 


Il. Es ist von gewissem Interesse, den in Abschnitt 2 abgeleiteten Brauchbarkeitssatz 
zu beweisen, ohne von den Definitionen und den Fundamentaloperationen der Polyedertheorie, 
auf die wir in Abschnitt 2 alles zurückgeführt hatten, Gebrauch zu machen. In einem 
„Polvedergerüst" aus Punkten und Stäben gibt es ja zunächst auch weder „konvex“, noch 
„einfach zusammenhängend*, noch die Eulersche Beziehung (1). 

Wir nennen eine Gliederung von # Punkten und s Stäben schlicht, wenn sie sich 
derart realisieren läßt, daß alle Punkte in ein und derselben Ebene liegen, wobei niemals 
zwei Stäbe sich überdeeken. Man kann sodann den folgenden Satz beweisen: 


Kine schlichte Gliederung von k Punkten und (3%k 6) Stäben ist brauchbar. 


Man überlegt dabei zunächst, daß eine solche schlichte Gliederung, wenn zwischen %# Punkten 
3 6) Stäbe sehlieht untergebracht werden sollen, aus lauter schlicht nebeneinander- 
lieeenden Dreieeken bestehen muß. Dann zeiet man zum Beweise, der durch Induktion 
veschieht, daß die Voraussetzungen der Stabanzahl und der Schlichtheit bei Abbrechen eines 
>, +, 5stäbigen Knotens eines solchen F) sich reproduzieren lassen, wobei man den einen 
bzw. «die zwei Ersatzstäbe so einzieht, daß man umgekehrt bei Überganze vom F), , zum 
!,. sich der Vorsehriften 2 bzw. 3b bedient. 











0/1] [RA27OZz] 
Abb, 1: Abb. 2. 


III. Bei Anwendung dieser Überlegungen auf die Polvedergerüstfachwerke bedient man 
sich einer sehr anschaulichen ebenen Darstellung der Gliederung eines solchen, die vom Stand- 
punkt der allgemeinen Polyedertheorie vielleicht bekannt oder gar trivial erscheint, die aber 
hier erwähnenswert ist. Wir wählen eine solche Seitenfläche (Fläche von drei ein Dreieck 
bildenden Kanten), daß einer ihrer Punkte p die Eigenschaft hat, daß jeder Halbstrahl von y 
nach einem beliebigen Knotenpunkt p’ des Polveders dieses kein weiteres Mal schneidet 
(dies ist z.B. bei konvexen Polyedern für jeden beliebigen Punkt p einer beliebigen der 
Seitenllächen erfüllt). Wir denken uns nun das Polveder auf die p enthaltende Ebene aul- 
gesetzt, und projizieren alle Kanten und Ecken des Polyeders von p aus auf die Ebene von p; 
dann fallen zunächst die Projektionspunkte wieder in p hinein. Wir können aber p um eine 
so kleine Größe # vertikal nach unten (wenn wir die Grundebene, in der p ist, horizontal 
denken) verschieben, daß die Projektion einer Ecke p’, die keine der Ecken des Basispolygons 
ist, noch innerhalb dieses Polygons fällt. Man erhält so endlich viele Zahlen &,,..e„: wählt 
man unter ihnen die kleinste &, die von Null verschieden ist, so erhält man durch Pro- 
jektion von diesem um e unterhalb p liegenden Punkt aus die Zentralprojektion des 
ganzen Polyederfachwerks ganz im Basispolygons gelegen. Bei Dreieckpolvedern ist 
dieses Basıspolygon natürlich ein Dreieck. In dieser Darstellung zeigt Abb. I ein F, vom 
Oktaedertypus, Abb. 2 ein beliebiges Dreieckpolyeder F 
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4. Beispiele. Wir wollen nun zum Schluß einige Anwendungen der hier behandelten 
Klasse brauchbarer Fachwerke schildern. Bisher haben wir uns nur mit freien Fachwerken 
beschäftigt. Ein geschlossenes Polyedergerüst bedarf zu seiner Stützung natürlich sechs 
Stützstäbe, z. B. kann eines seiner Dreiecke festgelegt werden. 

Für die praktische Verwendung als Kuppeln, Krane, Flugzeuggerüste muß man 
aber auch offene Polvederschalen betrachten. Wenn man diese zweekmäßig lagert, so 
bilden sie zusammen mit den geschlossenen Systemen wohl die Grundform der gebräuchlichen 
Raumfachwerke. Wir wollen zunächst die Stützung offener Schalen kurz besprechen und 
sodann Beispiele geben. 








\RA210/3«| 


(RAz7oZ30] 
Abb. 3a. Abb. 3b. 


Eine Dreieckschale von # Knoten mit z inneren und e=% x Randknoten besitzt, wie 
man leicht abzählt, 2% —- 3) +z2 = 2e-H-3% —-3 Stäbe (um so viel mehr Stäbe als ein statisch 
bestimmtes ebenes Dreieckfachwerk, als „innere“ Punkte vorhanden sind). Die Randpunkte 
bilden ein geschlossenes Polygon. In einfachster Weise kann man eine Stützung erhalten, 
wenn man drei Erdpunkte wählt und die e Punkte mit diesen drei Punkten durch (e-+3) 
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Stäbe so verbindet, daß lauter Dreiecke entstehen (man kann z. B. drei Rollenlager und 
(e - 3) Kugellager anbringen), dann hat man im ganzen Qe+3x2 B)+le +3) Ble+z) 53h 
Stäbe, also statische Bestimmtheit, aber aueh Brauehbarkeit: denn wenn man die drei 
irdpunkte noch durch ein aus Dreiecken bestehendes „Erdfachwerk* verbunden denkt. stellt 
das Ganze wieder ein Dreieckpolyeder dar, ist also als solches brauchbar. 

Abb. 3a zeigt diese Stützung für e=6. Man kann aber ohne weiteres, um eine günstigere, 
mehr symmetrische Lagerung zu erhalten, statt dreien beliebig viele Erdpunkte bis zu (e +9) 
höchstens einführen: Denkt man die sechs Randpunkte in Abb.3a mit 1, 2,..6 bezeichnet, 
die drei Erdpunkte mit I, II, IH und z. B. (16) entfernt, so erhält 6 gegen | zewiß eine 
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Beweglichkeit, daher auch gegen einen festen Erdpunkt IV, der an I, Il, III durch drei 
Stäbe des Erdfachwerkes angeschlossen gedacht wird, man kann also z. B. 61 entfernen und 
dafür 6 IV einziehen usf. Z. B. kann ieh im ganzen sechs Erdpunkte einführen und so an- 
schließen, wie Abb. 3b es zeigt, und schließlich natürlich auch noch mehr Erdpunkte, bis zu 
neun solchen, falls dies Vorteile bietet. Abb. 4 zeigt ein Beispiel eines Kuppelsystems 
mit e 12 unteren Ringpunkten und zwölf Erdpunkten. Derartige Dreiecksysteme sind, wie 
zu Beginn dieses Abschnittes bemerkt, dadurch ausgezeichnet, daß die Reduktion 
zwecks Spannungsermittlung hier mit absoluter Sicherheit vor sich gehen kann, ausgehend 
von einem 3, 4 oder 5-stäbigen Knoten; man braucht nur immer die Ersatzstäbe so einzu- 
ziehen, daß wieder ein Dreieckgerüst der behandelten Art entsteht; dann ist man der Brauch- 
barkeit der bei den Einzelschritten auftretenden Systeme sicher. Ein weiteres Beispiel 
bildet ein Flugzeugrumpf, bestehend aus vier Längswänden, die zunächst in Rechtecke, 
und diese sodann in Dreiecke unterteilt sind. Diese werden nach vorne und rückwärts ab- 


- 
ee 

“U / 
l % \ 

/\N p, n 

u \ 

/ u N 
/ x i 
| / ] 


Te 
RAzmoZ7) 


















































Abb. 6. Abb. 7. Abb. 8. 


geschlossen durch je eine Grenzwand, rückwärts ist diese ein Viereck (ohne Aussteifung 
dureh eine Diagonale), dementsprechend müssen für die Stützung sieben Stützstäbe ver- 


wendet werden '*). Abb. 5 zeigt ein nach obigem Prinzip aufgebautes räumliches Kran- | 
[achwerk. Abb. 6 gibt die Gliederung der in Geltow (bei Berlin) stehenden eigenartig 


aussehenden Funkmaste, die sich dem behandelten Schema unterordnet. (Will man dasselbe 
Prinzip bei lauter gleichlangen Stäben mit viereckigen Ringen (Abb. 7) durchführen, wobei 
die vier Punkte des untersten Ringes dureh acht Stützstäbe festgelegt sind, so erhält man ein 
statisch bestimmtes Fachwerk mit brauchbarer Gliederung (es ist die Gliederung einer 
Schwedler-Kuppel) mit endlicher Beweglichkeit. Dies sei erwähnt als ein Beispiel 
dafür, daß der Unterschied zwischen Unbrauchbarkeit und Unstarrheit auch im Raume nicht 
zusammenfällt mit dem zwischen endlicher und infinitesimaler Beweglichkeit. Ein noch ein- 
facheres Beispiel hierfür bieten übrigens die sogenannten Brieardschen Oktaeder, die 
endliche Beweglichkeit besitzen.) 

Schließlieh ist in Abb. S ein Gerüst ganz ähnlich dem des Turmes von Halberstadt 
skizziert'°), (die „unsichtbaren“ Linien sind in der Abb. der Übersichtlichkeit halber nur teil- 
weise gestrichelt eingezeichnet) das mit seinen vier- bzw. achtgliedrigen Ringen ein 
weiteres Beispiel dieser Anordnung bietet. — Wie diese Anwendungen zeigen, sind die hier 
behandelten Gliederungen dem praktischen Statiker geläufig, eben deshalb dürfte die hier 
gegebene mehr prinzipielle Untersuchung vielleicht nicht unnötig erscheinen. 270 


13) H. Ebner, D.V.L. Jahresber. 1931, S. 269 bis ?S8. 
15) Die „Hütte*, 25. Aufl., Bd. 3, S. 314, Abh. 136. 
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Korrelationsmessung auf Grund der Anordnung der 
Beobachtungen. 


Von H. von Schelling ın Berlin. 


ach einem der ältesten Verfahren, den Zusammenhang zweier statistischen Reihen zu 

prüfen, ordnet man die Elemente einer Reihe nach steigenden Werten und prüft, ob 
lie zugeordneten Werte der anderen Reihe im wesentlichen eine monotone Folge bilden. 
Neben der Betrachtung des Kurvenbildes ist es von Wichtigkeit, die Elemente beider Reihen 
nach steigenden Werten zu numerieren: 


x 2. K ver N, 


4; Ur Ur a z YJN- 


Kommen gleiche Elemente vor, so versehen wir sie mit mehrfachen Indizes, z. B.: 


ls sei k eine positive ganze Zahl kleiner als — N. Wir teilen die „-Reihe in Gruppen zu 


+) 


-Elementen 
u, Kor. Ik | +1, Ik + a, .+:++4 Lok|.:..:+3; 


wodurch die y-Reihe automatisch eine gleiche Gruppierung erfährt. «a, sei die Zahl, welche 
angibt, wie oft innerhalb der einzelnen Gruppen .«- und y-Werte auftreten, die in mindestens 
einem Index übereinstimmen; speziell gibt a, an, wie oft gleichnumerierte Elemente beider 
Reihen einander zugeordnet sınd. 

Die Folge a,, a,, a,.... wird nicht selten aufgestellt‘), es werden aus ihr auch gewisse 
vage Schlüsse über den Zusammenhang der Reihen gezogen, aber es ist bisher u. W, über- 
sehen worden, daß sich aus dieser einfachen Abzählung Maßzahlen der Korrelation ge- 
winnen lassen. 

Wenn die beiden Reihen .; und „; völlig unabhängig wären, könnte jede Permutation 
von (NY, Ms, Ya, :. Yx) der Reihe (#,,#,,,,...ay) mit gleicher Wahrscheinlichkeit zu: 
ceordnet sein. Unter dieser Voraussetzung kann man den wahrscheinlichsten Wert MM, von : 
4; berechnen und angeben, mit welcher Streuung 0,” sich die Größen a, um den Mittelwert 
verteilen. M, und o7;° werden zwar noch von der Anzahl der Elemente N abhängen. Es 
wird sich aber zeigen, daß die Verteilung mit wachsendem N asymptotisch einer Frequenz- 
kurve zustrebt, die wir ihrer Einfachheit halber anstatt der von N abhängigen Kurve be- 
nutzen werden. Wir führen zur Beurteilung der Korrelation 


; (ax) mean — Mr; 
Kı — Ch) beo ch, a art ee rer 


Ö]; 


als „Korrelationsmaß A'*" Ordnung“ ein. 

Da die einzelnen Werte ; und y; mit Beobachtungsfehlern behaftet sind, sind «a, und 
im schwächeren Grade a,, @,... von diesen abhängig. KA, nimmt mit wachsendem %k zu- 
nächst an Bedeutung zu; allerdings darf die Anzahl der Gruppen nicht zu klein werden, da 
sonst die Annahmen über M;, und o, zu unkorrekt werden. Aus diesem Grunde haben wir 


l v 
vorher & — N angenommen. 


+) 

Sollte A, < 0 sein, so ist das als Anzeichen negativer Korrelation zu werten. Zur Be- 
stätigung dieser Vermutung empfiehlt es sich, y; In yy-+ı ; umzunumerieren und die Großen 
a, erneut zu bestimmen. 

Die Verteilungsfunktion der a, im Falle völliger Unabhängigkeit nennen wir wy (aj.). 
Die Funktion wy (a,) ist bekannt”), nämlich 


er 


my (a,) zi 


lim wy la,)=m (a,): 
\>r 4A. 


wird mit wachsendem N schnell erreicht. 


', 2. B. Tsehuprow, A. A., Grundbegriffe und Grundprobleme der Korrelationstheorie, Leipzig 1925, S. 10. 
-) Z. B. Poineare, H., Caleul des Probabilites, Paris 1926, pg. 60/61. 
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Wir wenden uns dem Fall k»=2 zu. Von der Ziffernfolge 


UT 76 DE 6 Fe Kr I), (n —1),n,n 
(In)! i 
zibt es ,, Permutationen. Wir nehmen an, daß y,„(a) derselben gerade an «-Stellen 
eleiche Ziffern aufweisen, wie P,,,„. Die y„(a) bestimmen wir aus den y„_,(a) dureh 


Rekursion. Dazu betrachten wir eine beliebige Permutation P,,„_,(a) von P,,„_.,. die 
mit P,,„ ,«a Ziffern an gleicher Stelle hat. Hängen wir n, » hinten an P’,,„_ ,‚(a) an und 
permutieren diese beiden » auf alle möglichen Arten, so erkennen wir, daß y,„_,(@) 


2\ (0 2 Z ER 
MEmal n > \ .y (a) Permutationen P,, „(a +2) liefert, 


lesgl, M-()-(" n ya lo) : P,,„(a+1) 
IR ee IR ee 
(5)-(2 ui > \eyu.,(@ i P,, „ (a) 
Se ru. i P,,nle— 


( 2 (9 1: 
I ) 


a > .) 
N Yn-ı(a) m P, „ta--2). 


5) 


Daraus ereibt sich die gesuchte Rekursionsformel: 


19 ui 7 ) 


- 


‘ ‘ 





| 
N - 1} F ” 
Yn\a -2)  Yı '()+-2i2n [Fi 3) Y, ‚(a+1)-+]3(a - 2 


a n j a4 
H-ia +53)?! n 7 my: ) + . 


‘ 


\Yn- ‚(a+# a. 5 
Definitionsweise Ist zu setzen: 
v.(W)=V für y< Od und y>2n. 


Mit dieser Formel kann man leicht eine Tabelle der y,„(a) aufstellen. Wir können sie 
aber auch dazu benutzen, um lim »*,,(@,) zu bestimmen. Falls nämlich dieser Grenzwert 


NL 
existiert, muß für eroße n 
. 3n ar .. 2 
Ynlatrz)= | 2 \Y ‚ia (zn N)Yn-ılaTtr2) .». .» . .» . (9) 
sein. Wır gehen ın die Rekursionsformel mit dem Ansatz 
iD I} | »)\- s ‚ ww .) 
RETTEN fia DEAL (ar); Yn-ı(@ a3 =fla+ts)yn-ılart>) 


und berücksichtigen nur die Glieder, in denen die beiden höchsten Potenzen von n 


hier »’ und n vorkommen. Es ergibt sich: 
I) / .) ») ») > | 
| 2(än—a- dB), (din —a-AIdn- a ‚ am. ’ 

y„la+2)» yu-,(a+ 2) Tr: 3 (a+3)(2n «a Sfta+3)|. 

| fia+2) z 
oder Be , | am ; 

Yn (« Tr >) n Yn | (« E= >) j2 ° 17) )+2u fi 2») J («u s: 2 3) / (a — 3)) . 
| A Tui ; 
kKın Vergleich mit (3) liefert 
S+2a | >(a+5) fıa +9)=0 
e Ila+2) 7” 


. 
RZ 


Diese Funktionalgleichung wird dureh f(a)= befriedigt. Infolgedessen ist für große n 
A 


»)ı 
(a)=-('» ,„,also von der gleichen Form auch ıw(a,). Da 2 wia)=|1 sein muß, er 


’ 
A. (445) [IE 


eibt sich schließlieh 


es 


vn 


win) —— ... 0... 2 2 RR ae 
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Nach der ausführlichen Behandlung des Falles k=2 können wir den allgemeinen Fall 
kurz abmachen. Die Funktionen y„(a), die zu 





h Jh: k 
iu er nn...n 
vehören, ergeben sich wie bei k=2 aus: 
k N | T l: 1) h: „ 1) | l) 
vla+k)=kl(" Pühz ya ,(a tk) + (" eTM 4 
h: | "+1 
(++ PT TMETRFTU),,,_(a+k+D 
+ (Glieder der Ordnung »" ? und geringer). 
Existiert der Grenzwert lim we, (a;), so ıst für große n 
Nn>% 
kn‘ Ih 1l—k i 
Yun (ak) gi \yu-ı (a+k) la Benin d)yun-ılath) . 2. 


In die Rekursionsformel führen wir ein: 


| 


f(a+k) Yn ‚(ar Rk): Yn CB + k -1) fla+k Hm 357 ‚a + k). 


va-,(a+k—1) 


Wir erhalten: 


I: > IR | 


Ik | 
H(a+k+1)flatk+] a = 


In" nt 


( 7 ” s 
(ak) Ri} (ab) 


+ (nf | 7 ‚(a+k). 


k: | | ' 
+(a+k+l)flia+k+1) a 2k=V0, eine Gleichung, 


Kin Vergleich mit (5) liefert fat)! 


BEE TEE oe“ e 
die durch f(a) befriedigt wird. Daher ist w (a7;) €: ,, oder wegen Vw (a) 1. 
7 A. a; —V 
(ar) kee-* ke 
Im (GA; a ne et roh »). 
: a! 0) 


Damit haben wir die gesuchte Verteilung gefunden, die allerdings streng nur für un- 
endlich lange Reihen zutrifft. Das arıthmetische Mittel M, und die Streuung 0,” lassen sich 
schnell berechnen. Es ist 


% 7 ‘a l 
Y - \’ 5 
M; = > a vv (aj;) —7 7 ud —_ 77 
Je - \ - N! 
2 I 2 m 2; Ar 
27 (a - k)’ mw (aj;) k”—+ a’ mw (aj,) 
164 u «X 0 


= k“ 
k?+ke-k I ((a—V)-+1] 


, (a D! 


—+-k(k+1)=k. 
Unsere Definition (1) ergibt demnach für das Korrelationsmaß !°" Ordnung den Ausdruck: 


, (ar) woh h zu 
N, Pr Ge Ge ee De Ge a 5: 


Zu den vorstehenden theoretischen Überlegungen wollen wir zwei numerische Beispiele 


geben. Für die Funktion y,(«@,) stellen wir nach der Rekursionsformel (2) eine Tabelle auf. 
Juno? 
Die beiden letzten Spalten geben w,(a,) und die Grenzverteilung ‚ wieder; die Über- 
A. 


einstimmung ist schon für den kleinen Wert »=5 recht befriedigend. 
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Fall zweigliedriger Gruppen, 











-)ı f2 2 
\n In \@») , (@,) ei 
« a; 
aN | 4 3 4 > 0, 0 
() 0) 1 10 297 13 756 12.13 13.53 
| 0 0) 24 672 30 480 26,88 27.06 
2 1 | 27 736 32 365 28.54 27.06 
3 () 16 480 21 760 19.19 18.04 
z a j cr (Zn)! 
| 1 12 >46 10 300 O8 402 == 
r 0 64 3568 315 3.61 P 
6 | 24 970 0.86 1.20 
| () 160 
8 1 0) | & | 
0,1% (0,48 
) () | | 
10 l 
>23 1 6 3) 2520 113.400 100.00 100.00 











Die praktische Erprobung der Formel (7) nehmen wir an einem Beispiel vor, das G. U. Yule 
in seinem Lehrbuch behandelt’). Er vergleicht den Durchschnittswochenlohn x der Land- 
arbeiter in 35 einzelnen Armendistrikten (poor-law unions) und den Prozentsatz y der 
völkerung eines Jeden dieser Distrikte, welcher Armenunterstützung erhält. .; ist in pence 
gegeben und der Index © numeriert diese Größe nach steigenden Werten. Da die Korrelation 


Je- 











zu y negativ ist, haben wir die y, durch den Index e nach fallenden Werten geordnet. Die 
folgende Übersicht gibt die Größen .r; und „y, samt den Indizes @ und e. 

i I 2.3.45 45 6 7/9 7/9 7/9 10 11/16 11/16 11/16 11/16 11/16 11/16 17 18 19/20 
r;  |150 162 172 174 174 175 177 177 177 178 180 180 180 180 180 180 183 184 186 
Ye 15.19 4,34 4.91 5,67 4,48 3,92 3,85 4,36 5,88 3,42 4,54 3,93 4,63 5,84 3,38 5,37 | 1,66 4,26. 4.64 
e s u 7 3/2 oa Bılalunisje|je ii ala) 5|16| 9 

{ 19/20) 21 | 22 23/24 23/241 25/26 25/26 27 | 28 29 130/31130/31| 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 
7 186 | 188 | 189 | 192 | 192 | 195 | 195 | 196 | 198 203 | 204 | 204 | 2065| 210 212| 222| 236| 243 249 
NY 1,75 19,16 1,29) 4,20 3,02 | 4,33 | 2,61 | 2,78 3,09| 2,78, 2,39 | 3,01 |3,79|1,17 2,98 1,92 |1,39 12.29 | 2,40 
86.37.17 35115 30 28/29 24 28129 32 | 26 121138 27134 36 | 33 31 

») 


Wir fassen (diese Beobachtungen, von ö = 1 beginnend, in Gruppen zu 7 =-1,2,...7 Elementen 
zusammen. Es läßt sieh dabei allerdings nicht vermeiden, daß die letzte Gruppe häufig nicht 
voll besetzt ist. Jedesmal bestimmen wir die Ziffer «, welche angibt, wie oft gruppengleiche 
/ilfern von i und e vorkommen. Mehrfache Indizes gelten nach der Vereinbarung zu Beginn 
dann als gruppengleich, wenn sie mit mindestens je einer Ziffer der Gruppe angehören. Wir 
erhalten folgendes Ergebnis: 








k > | 5 6 
di 3 a > N 10 10 13 
KL 2 2aıl 12 2a | a82lı6l >28 


Der Durchschnitt dieser sieben Werte von K, ist 1.91. Nach Formel (7) weicht der beob- 
achtete Wert von «a,, also im Mittel um den doppelten Wert der Quadratwurzel aus der 
Streuung von derjenigen Ziffer ab, die man bei völliger Unabhängigkeit der beiden Reihen 
erwarten muß. Der Zusammenhang zwischen den beiden Reihen ist also sehr ausgesprochen. 
Dem entspricht es, daß Yule für die beiden Reihen den Korrelationskoeffizienten r 0.66 
findet. Unsere Werte von KA, sind positiv, weil wir die Reihenfolge der y-Reihe umgekehrt 
haben: dadurch erhält man bei negativer Korrelation positive Werte von K}.. 208 


3) Ynle, G. U. An introduction to the theory of statisties, 5. edit., London 1919, p. 178. 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Bemerkungen zur Anwendung des 
Satzes von Coriolis. In der graphischen Kine- 
matik des starren ebenen Systems wird der Satz 
von Coriolis meistens in der Form ange- 
wandt. daß die dort auftretenden Beschleunigungs- 
komponenten einzeln in Ansatz gebracht werden. 
Man kann diesem Satz aber eine etwas andere 
(estalt geben, die bisweilen recht zweckmäßig ist 
und oft zu einfachen Konstruktionen führen kann. 
Der Grundgedanke dieser Überlegungen sei hier 
nır an einem einfachen Beispiel erläutert, kann 
aber sofort sinngemäß auf den allgemeinen Fall 
ler ebenen Bewegung und bei Benutzung der 
neuen Momentvektorkonstruktionen ') «des  Ver- 
fassers auch auf (die allgemeine räumliche Relativ 
bewerung übertragen werden. 









RAzreZı] 


Abb. 1. 

In Abb. 1 ist eine zeschränkte umlau- 
[ende Kurbelschleife mit den Gliedern 
a. b. ce, d dargestellt. deren Bewegungszustand 
aus der zeerebenen Kurbelzapfengeschwindigkeit 


vb; 4A und aus der Kurbelzapfenbeschleuni- 





sung b,= 4 Aı zu ermitteln sei. Der Geschwin- 
diekeitsmaßstab möge so gewählt werden, dab 
db; durch eine gerichtete Strecke von der Länge 
4 4 dargestellt wird. Die Kurbelzapfenmitte 4 
des Gleitsteines c falle in der gezeichneten Ge- 
triebestellung mit einem Punkt A der Kulisse d 


zusammen. Dann gilt mit WA =r und wga=o 
der Satz von Coriolis in der Form 


D4 = bu +b; F b, Dr, b. r-b, (1) 


Zu Dysı £ | 
bzw. 


(la). 


b4—la,larl +leri+ 200,14 b, 
worin ® und & die Winkelgeschwindigkeit bzw. 
die Winkelbeschleunigung des Gliedes d gegen- 
über dem Gestell a bedeuten. Faßt man die 
Komponenten 


Dyoyg — Io, lo rl] und b. = 2 #7) D.| Im. ) D, | 


„u einem Vektor by; zusammen, so wird aus Gl. (1) 
lie Formel 
bı=bu+ by, te bh) 


1) Vgl. Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 1931, S. 252, 
S. 440 ff. Ferner: R. Beyer, „Technische Kinematik', 
Verl. J. A. Barth, 1931, S. 479 ff. 


mit vu==|or| und 
b,, Dyrgr ge b. ImW.|@ vr) Im, 20, 3 DE 
bar = o.or\- 2p,.]|: |0,.0u 2d,|: od] (2b) 
erhalten. 


Die Komponente bx. welche nur von dem Ge- 
schwindiekeitszustand abhängt, läßt sich als Vek 
torprodukt aus » und b=dbu-+-2d, leicht kon 
struieren und steht senkrecht auf vd. Der Rich- 


tunessinn von bx folet am einfachsten aus der 
Tatsache. daß ©. vd und bu in der angzerebenen 


Reihenfolge ein Rechtssystem bilden müssen. Im 
Falle der ebenen Kinematik kann man auch fol 
vende Merkregel angeben: Man dreht vd um 90 


’ 


\> 








[RA27822] 


Abb. >. 


im Sinne von © (Drehrichtung des Gliedes d) 
und erhält so einen Vektor d,. der mit by 
gleichen Richtungssinn besitzt. Die Länge ds 
von baut kann auf verschiedene Weise gefunden 
werden, indem man beispielsweise WF-ANC 
macht und das Lot in F auf WF mit WA zum 
Schnitt bringt. Es ist dann bu FG. Man kann 
auch AD 44 Du eintragen und DE paral- 
AE gefunden 


lel zu MAC ziehen, wodurch bs 


wird. Schließlich können auch die um 90° oe 
drehten (lotrechten) Geschwindigkeiten benutzt 


werden, die zu den Dreiecken AWC’ und AD’E’ 
führen. welche den Dreieeken AMAC bzw. ADE 
kongruent sind. 

Die Konstruktion würde also im letzteren Falle 
foleendermaßen verlaufen: Man zieht A, senk- 
reeht zu rr’ bis W auf AM... verlängert W 4, 





um sich selbst bis €" MC’ 2r,— MC), zieht 

durch WU zu A,€C” die Parallele, welehe AU’ im 
Br > 

Endpunkt E’ von ba AE trifft. Schließ 


lich schneidet die durch E’ zu A, errichtete 
Senkreehte die durch A, zu rr” gezorene Pa 


EH und 





rallele in #’ und bestimmt so b;, 
ru 
b,= HA... 
by = AUN,. 
B, 
AD b,,., anträgt. 
In Abbildung 2 ist noch der 
zentrischen umlaufenden 


N 
Abb. 1 zeirt auch die Ermittlung von 


” ap ur > * ’ 
indem man DA, EH’ in D’ an 





Spezialfall der 
Kurbel. 
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schleife in zleicher Weise behandelt worden. 
und zwar unter Werlassung aller Hilfslinien. die in 
\bb. 1 zum Verständnis der Herleitung 
benötiet wurden. 

Zusammenfassend kann 
daß die Umformunze der Ü 
ın dem oben auszeführten Sinne zu nieht minder 
einfachen Konstruktionen führt. als sie beispiels 
weise von F. Wittenbauer?) zereben wurden. 
"ür zewisse Aufzaben der Praxis. wo es sich im 
wesentlichen um die Ermittelunz der Winkelbe- 
sehleunizunz handelt (z. B. bei Malteserkreuz- 
retrieben) dürfte dem neuen Verfahren sogar der 
Vorzur zu zeben sein. 


besseren 


wohl wesart werden. 
orioliszrleiehung 


Rudolf Beyer. Zwiekau Sa. 278. 

Beschleunigungsermittlung der sphä- 
rischen Bewegung mit Hilfe der dar- 
stellenden Geometrie. |)ie (Gesamtbeschleuni- 
unge eines Punktes P im Abstand r vom Fest 
punkt setzt sich bekanntlich (vgl. Schell, Theorie 
der Bewegzunez und der Kräfte, 2. Aufl. (1879) 
S, 478) aus der Normalbeschleunigung 5, und 
der Tangentialbeschleunigzung 5b, zusammen, wo 
hei 5), = lolor|) und b, er\. Hiernach er- 
ribt sich 5, unmittelbar als Momentenvektor in 
der Weise, wie R. Beyer in dieser Zeitschrift 
(1931) 8. 440 ff. für Geschwindigkeiten gezeigt hat. 
indem für »® die Achse der Winkelbeschleunizung 

zu setzen ist. Die Normalbeschleunizung könnte 
danach dureh zweimalize Anwendung dieses Ver- 
Yahrens bestimmt werden. wobei die Moment- 
produkte or » als Geschwindigkeitsvektoren 
meistens ohnehin zebraucht werden. Die wirk- 





Abb, 1, 


Durehführung westaltet sieh aber nicht so 
einfach, wie wenn man von der unmittelbaren 
veometrischen Festlerung der Normalbeschleuni- 
eung auszeht, daß nämlieh die Normalbeschleuni 
eung D ©” a ist, d. h. gleich dem Produkt aus 


liche 


! 


dem Quadrat der Winkelgeschwindigekeitsgröße 
und dem senkrechten Abstand a des 
Punktes von der Achse der Winkelge 
sehwindirkeit o (nach dieser hin gerichtet). Hier 
nach liegt also die bekannte Aufgabe der dar- 
stellenden Geometrie vor. den senkrechten Ab- 
stand eines Punktes von der Geraden g (Achse 


>, F, Wittenbanue „Graphische Dynamik", Verl. 


R 
J. Springer, 1993, 8. 323 fl. 


P' und P” 
2 Projektionen 


von ©) zu bestimmen, wenn P durch 
sowie g durch g’ und g”, d. h. in 
vereben sind. 

Die Abbildung zeigt die Durehführung dieses 
Verfahrens: Wähle auf y einen Punkt @ beliebig, 
als zweiten Punkt den Schnitt / der durch P 
zelegten Horizontalebene mit g und klappe das 
Dreieck PGH um die Spur P’H’ ın den Grundriß: 
das Lot P'F auf HG ist sofort der wahre Ab- 
stand des Punktes P_ von der Drehachse. Der 
Fußbpunkt F braucht also nur in die Grundriß 
projektion g° wieder heraufgeklappt zu werden. 
um die Projektion FT in g° und damit auch F” 
in 9” zu erhalten. 


Zum bequemen Lesen der Zeichnung habe ich 


den Wer der Konstruktionslinien durch Pfeile 
und die Reihenfolge durch daneben stehende 
Ziffern anzegrreben: Berinn in P”. 

Karlsruhe, Max Tolle. 277 


Nomogramm zur Bestimmung der kom- 
plexen Wurzeln einer beliebigen Glei- 
chung vierten Grades. In der Zeitschrift für 
mathematischen und naturwissenschaftlichen Un- 
terricht ') habe ich eine Methode anzereben, die 
es ermöglicht, die komplexen Wurzeln einer jeden 


alzebraischen und transzendenten Gleiehung auf 
vraphischem Wege zu bestimmen. Dieses Ver- 
fahren hat dann Schwerdt?) von anderen Ge- 
siehtspunkten beleuchtet. Ich will nunmehr eine 


zweite Methode anzeben. diese an einer Gleichung 


vierten Grades "erläutern und sie dann beide zu 
einander in Beziehung setzen. In der Darstellun« 


selbst werde ich meine eiene frühere Bezeich 
nungesweise verlassen und mich an die übliche bei 
Schwerdt anschließen. 


(vegeben sei die Gleichung 


2’? 2? +42 -+-72 ) la). 

die ieh aueh in der Form schreiben kann: 
2° + 2? 42 12 (1b). 
Ba 


Nun setze ieh in die linke und in die rechte Seite 
© ,r+ yi und erhalte, wenn ich die Funktion 
links vom Gleiehheitszeichen mit »7 und die Funk 


tion reehts mit © bezeichne: 
v—_= (te -+-yi®’ + (r + yi® . . . . (2a). 
w (2 + yi) — 72 (2b). 
Bedeutet nun # den reellen Bestandteil vi den 
imarinären Bestandteil von ve, so ergeben sich 
folgende Funktionen: 
u= (at + y* —6r?y?) + (r?— y?). (3a), 
v—=(4r?’y—4ry?) +2rY (3b) 
und entsprechend: 
"= —4ır - : AP ET 
" 4Y. 
Da » eine Funktion zweier Veränderlicher ist. soll 
» in einer .r — u-kEbene als eine Schar von Kur- 


ven mit dem Parameter y dargestellt werden. (In 


der Figur 1a sind vier soleher Kurven mit den 
Parametern „1.5. 2. 2.5 und 3 gekennzeichnet.) 


Ebenso ist auch in Figur Ib die Funktion ® in 
einer .r— "-Ebene als Kurvenschar mit dem Para- 
meter y dargestellt. 

Die Bilder der Funktionen " und » sind auber- 
ordentlich einfach. ” wird dureh eine Gerade 
veranschaulicht, der sämtliche Parameter zuge- 


hörie zu denken sind. » durch eine Schar horizon- 


I) Band 60 (1929), S. 210 bis 213. Graphische Bestimmung 
der komplexen Wurzeln einer algebraischen Gleiehung. 

2) Die Anwendungen der Nomographie in der Mathe 
matik. (Springer 19531 S. 90 und 91.) 
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taler Linien. Man bringt nun jede dieser Paral- 
elen (®) mit derjenigen Kurve aus der Schar (v), 
lie den gleichen Parameter hat, zum Schnitt 
3 soleher Parallelen sind in Figur 1b durch 
striehelung angedeutet). lote von da aus in die 
"jgur 1a herunter, bis die Vertikallinien die Kur 
ven (vw) mit dem zugehörigen Parameter schnei- 
len. Der Inbegriff aller dieser Punkte bildet eine 
neue und zwar bezifferte Kurve (in Figur la 
stark gezeichnet). Der Schnittpunkt P dieser 
Kurve mit (der (gzestrichelten) Geraden 
4.r — 72 ergibt dann eine Wurzel der gegebenen 
(leiehung. Da P die Abszisse r—=2 hat und 
etwa in der Mitte zwischen der Bezifferung 2 und 
>5 liert. so ist eine Wurzel der gegebenen Glei- 


ehung z2=2+2.25i. Da der (auf 3 Stellen) ge- 
naue Wert z2=2-+ 2.2367 ist. ist der erste An- 


näherungswert schon sehr wenau: weitere An- 
näherungswerte erhält man unter Benutzung der 
.regula falsi im Komplexen ?)“. 

Um Wurzeln mit negativem Realbestandteil zu 
erhalten. kann man dasselbe Netznomogramm be- 
nutzen. Man setze 2’: z in die Gl. (la) ein und 
erhält dann 2* +2”? —4z +72 =0. 

Hieraus ergibt sieh nach derselben Methode 2 
>+2ü Da die Wurzeln stets paarweise konju- 
rjert komplex auftreten müssen, so sind die vier 
Wurzeln der Gleiehung: z = 2 +225i: 2 2 
r21 

Die Begründung der anzewebenen Methode liegt 
darin, dab die Kurven la und 1b aufgefaßt wer- 
den können als Grund- und Aufriß einer räum- 
lichen Kurvenschar in .r— u v-Koordinaten mit 
dem Parameter %. Diese Kurven sind nichts 
anderes als die (in einer früheren Arbeit?) von 
mir so bezeichneten) „erzeuzenden Kurven“. Eine 
Lösung einer gegebenen Gleichung vw (2) = ww (z) 
lieet immer dann vor, wenn eine Kurve aus der 
Schar (we) mit einer gleichbezifferten Kurve aus 
der Schar (%) einen gemeinsamen Schnittpunkt hat. 

Verzeleieht man diese Lösunesmethode mit mei 
ner früheren’), so kann man etwa saren: Wie 
man im Rellen ‘beispielsweise eine reduzierte ku- 
hische Gleichung 2? +az+b=0 graphisch lösen 
kann, indem man entweder für jedes Paar von 
Koeftizienten @a und b immer wieder eine neue 
Kurve y=2?+az+b= 0 zeichnet und ihren 
Sehnittpunkt mit der Abszissenachse abliest, oder 
indem man nur eine einzize Kurve, nämlich 
y° 2? zeichnet und sie mit der Geraden 4 
zb zum Sehnitt bringt. so ist es auch hier. 


‚ 


EW) 


Nach meiner früheren Methode wäre für jede bi 
quadratische Gleichung immer wieder ein neues 
Nomogramm erforderlich. Hier ist ein Nomo- 
eramm für unendlich viele Gleiehungen ausrei 
chend. Nieht nur alle Gleichungen von der Form 
A. 


> | 


+az+b°= 0 lassen sich auf diese Weise 
lösen. sondern auch solehe, bei «lenen der Koef 
fizient von 2? einen positiven Wert ce? hat. (Man 
braucht ja nur die Transformation 2 2 c vor- 
zunehmen.) 


Qu 








— nn 














—— nn 








"300 





| F1g a 
-yo0\ l 


RA26971auth) 

Um das einmal gezeichnete Nomogramm wieder 
holt benutzen zu können, wird man zweckmäßig 
die Parallelenschar ® az b und die an 
deren Hilfskonstruktionen auf darüber welextes 
Pauspapier machen. Berücksiehtigt man schlieb 
lieh. daß sich das Glied mit 2? stets wegschaffen 
läßt. so sieht man, daß für alle biquadratischen 
(leiehungen nur zwei Nomogramme nötige sind. 

Berlin. F., Apt. 269 


BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind dureh die VDI-Buchhandlung Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen.) 


Dr. se. techn. Sayeıl ABD EL-WAHED, In 
venieur der ägyptischen Staatseisenbahnen. Die 
Gelenkmethode. Ein Verfahren zur Ermitt- 
lung statisch unbestimmter Größen und deren Ein- 
Hußlinien. Verlag Julius Springer, Berlin 1931. IV 

I6 S. mit 44 Abb. im Text. Preis geh. 4.50 M. 


Gelenkmethocde nennt «ler Verfasser ein 
experimentelles Verfahren. bei dem aus den Ver- 
!ormungen von Modellen die Berechnung statisch 
unbestimmter  Tragwerke vorgenommen wird. 
Ks ist eine Weiterbildung der Methode von 
Beees, wobei man keine besonderen Formände- 
rungserzeuger verwendet ®). Das Verfahren ist 


»)) Schwerdt, Anwendungen der Nomographie in der 

\lathematik. 8.9. 

4) Zeitschrift für math. Unt., Jahrg. 1926, Heft 8, 8.339 
bis 343. Die Veransehauliehung des „lImaginären“* in der 
analytischen Geometrie der Ebene dureh das raumzeitliche 
Kontinunm. 

5), Vel. Anm. 1. 
%), Vgl. diese Zeitschrift, Band 4 (1924), S. #34. 


auf den folgenten Satz gegründet: Die Eintlub 
ordinaten einer überzähligen Wirkungsgeröße sind 
proportional «den Differenzen aus «den Durch 
bieeungen des gegebenen Systems und «den dureh 
die Ausschaltune dieser Größe entstehenden 
Durehbiegungen «des Hauptsystems. Der Propor 
tionalitätsfaktor ist dureh die Formänderung (les 
Hauptsvstems in Riehtung der Überzähligen be 
stimmt. Ein Hauptsyvstem kann dureh Einschal 
tung eines Gelenkes erhalten werden und das soll 
in der Bezeiehnung der Methode zum Ausdruck 
kommen, Die Modelle werden vom Verfasser 
aus weißen Zelluloidplatten hergestellt. Sie lassen 
sich mit einem Laubsägeapparat leicht bearbeiten 
und einzelne Teile werden mit Azeton zusammen 


eeleimt. Gelenke werden dureh Sägescehnitte oder 
durch Einsetzen von Zelluloidlamellen erzeugt. 


Das Material folgt. wie dargelegt wird, weitgehenil 
dem Hookeschen Gesetz. An einem zwei 
stielieen Portalrahmen und einem flachen einge 
spannten Bogen ist eine gute Übereinstimmung (ler 
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nach der Gelenkmethode ermittelten Werte mit 
len Rechnungsergebnissen zu erkennen, Bei (ler 
Untersuchung der Rohrbachbrücke der Gotthard 
linie. einem vollwandigen Bogen von 60 m Spann- 
weite mit aufzeesetztem Fachwerk. zeieten sich 
hinzeren beträchtliche Abweichungen von der 
seinerzeitigen statischen Berechnung: jedoch war. 
und das ist ausschlaggebend. eine Übereinstimmung 
mit «len Messungen am Bauwerk vorhanden. Das 
Modell Borens hatte eine Länge von nl. 
1.25 m. die Steedieke war 1 mm, die Flanschen 
und Verstärkungen an «den Kämpfern waren auf- 
reklebt. Nach einer Troeknungszeit von 4 Wochen 
wurden «die Messungen (durchgeführt. Zur Kon 
trolle von Reehnungsverfahren wird man diese 
Methode mit Vorteil benützen. 


Breslau. 


(lieses 


Ratzersdorfer. 313 


Dipl.-Ing. TH. BELJAKOW, Prof. an der Tech- 
nischen Hochschule für Baufach, Charkow. Das 
Prinzip der „virtuellen“ Biegelinie. 
als Grundlage zurlLösungedes Knick 
problems. Ukrainischer  Staatsverlag für 
Technik. Charkow. 1932. 71 S. mit 26 Abb. im 
Text, 


Bei der Berechnung der Knickfestigekeit von 
Stäben mit stetier veränderlichen Querschnitten 
kommt man auf Differentialeleichungen,. die oft 
schwierie zu integrieren sind. Th. Beljakow 
nimmt «deshalb eine mögliche („virtuelle“) Bie- 
eungslinie an umd bestimmt den zugehörigen Ver- 
lauf der Q@Querschnitts-Trärheitsmomente. Diese 
Umkehrung der Aufgabe ist allerdings einfach zu 
erledieren. In der Regel ist aber der ungefähre 
Verlauf der Querschnitte von vornherein gegeben 


umd man wird nur «dureh wiederholtes Probieren. 
d. h. unter Annahme «ler verschiedensten Biegungs 
linien «diesen Verlauf annähernd erreichen. Die 


„Lösung des Kniekproblems" kann auch bei einem 
komplizierten Fall vielleicht bequemer mit einer 
numerischen Integration oder einem «ler bekannten 
Näherungsverfahren erfolgen. 


+) 


Breslau, Ratzersdorfer 93 

Dr.-Ine. FERD. SCHLEICHER, Privatıozent an 
ter Teehnisehen Hochschule Karlsruhe. Statik. 
I. Teil: Die Grundlagen der Statik starrer Körper. 
Mit 47 Abb. Sammlung Göschen Nr. 178. Verlag 
Walter de Gruyter & Co... Berlin und Leipzig 1930. 
143 S. Preis 1.80 M. 

Der Verfasser behamdelt «die Zusammensetzung 
umd Zerleeunge von Kräften in der Ebene und im 
Raum. sowie «las Prinzip der virtuellen Arbeiten. 
Das klar geschriebene Büchlein ist als eine Ein- 
führung in die Statik der starren Körper bestens 
‚u empfehlen. 


ww 
— 
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Breslau, Ratzersdorfer. 


Dr.-Ing. H. MARCUS, Direktor «der Huta, Hoch 


umd Tiefbau-Akt.-Ges,. Breslau. Die Theorie 
elastischer Gewebe und ihre Anwen 
lune auf die Bereehnung biegesamer 


’latten unter besonderer Berücksichtigung der 
trägerlosen Pilzdeeken. 2. verb. Aufl. 1. Bd. Ver 
lag Julius Springer. Berlin 1932. VII * 368 8. 
mit 123 Textabb, Preis 2250 M. 


Von (diesem Werk. das in der zweiten Auflage 
in zwei Bänden erscheint. liert nunmehr der erste 
Band vor. Der Inhalt ist nahezu vollständie mit 
dem der ersten Auflage übereinstimmend). Hin 
zurefügt sind die Grundlagen der vereinfachten 
Berechnung bieesamer Platten, die H. Mareus in 
einer amderen Sehrift ausführlich behandelt hat ’?). 


I. diese Zeitsehrift Band 10 (1930), S. 204/205. 
l. diese Zeitsehrift Band 5 (1925), S. 350/351. 


Fortzefallen ist die Kritik an den Deutschen Eisen 
beton-Vorschriften vom Jahre 1916 hinsichtlich der 
Berechnung kreuzweise bewehrter Platten. da in 
den Vorsehriften 1925 bereits ein genaueres Rech 
nungsverfahren eingeführt ist. Daß nach eineı 
verhältnismäbiz kurzen Zeit eine Neuauflage des 


Buches erforderlich. wurde. zeigt welche Aner 
kennung die Untersuchune von H. Mareus 


eefunden haben. 


Ratzersdorfer. 3 


REINHOLD 


Breslau, 


Dr. phil. Dr. rer. tech. h. e. 


MÜLLER, Prof. i. R. a. d. Teehn. Hochschule 
Darmstadt. Einführung in die theore 
tische Kinematik. insbesondere für >Stu 
dierende des Maschinenbaues. (der Elektrotechnik 
und der Mathematik. Berlin 1932. Verlag von 
Julius Springer, IV 124 S. mit 137 Abb. Preis 


kart. 6.80 M. 


Das aus Vorlesungen des Verfassers entstandene 
Buch enthält eine ausgezeichnete Darstellung «der 


theoretischen Grundlagen der ebenen Getriebe- 
lehre. 
Das erste Kapitel bringt die grundlegenden 


Sätze über die Bewegung eines ebenen Systemes 
in seiner Ebene. soweit sie sich aus der Betrach 
tung zweier unendlich benachbarter Systemlagen 
ergeben. Das zweite Kapitel über die Krümmungs- 
mittelpunkte der Bahnen enthält die Euler-Savary- 
sche Gleiehung, die Bobillierscehen Konstruktionen 
der Krümmungsmittelpunkte, die wichtigsten Sätze 
über Wendekreis und Rückkehrkreis, die Kreis- 
punktkurve und den Ballschen Punkt «der System- 
lage. Das dritte Kapitel behandelt die gegenseitige 
Bewegung mehrerer ebener Systeme. Die beiden 


nächsten Kapitel sind den zyklischen Kurven. der 


Verzahnung der Stirnräder und den verschiedenen 
Arten (des Kurbelgetriebes sowie der Koppelkurve 
eewidmet. Sie wollen nur mathematische Grund- 


lagen, nieht  getriebetechnische Einzelheiten 
bringen. Das sechste Kapitel enthält die wich- 


tiesten Sätze über «lie Beschleunizuneen der 
Punkte eines ebenen Systemes. während die ent- 
sprechenden Sätze über die Geschwindigkeiten be- 
reits im ersten Kapitel behandelt werden. Ein 
letztes Kapitel bringt einige Grundtatsachen aus 
dder räumlichen Kinematik. 

Die hervorragend klare. anschauliche und leicht 
lesbare Darstellungsweise verdient besonders her- 
vorgehoben zu werden. Sie ermöglicht dem Ver- 
fasser, in so knappem Rahmen eine solche Fülle 
des Stoffs zu bewältigen. 


W. Prager. Göttineen. 303 


Dr. GEORG  JOOS. 0. ö. Prof. an der Univer- 
sität Jena. Lehrbuch dertheoretischen 
Physik. Leipzie 1932. Akademische Verlags 
eesellschaft m. b, H. XXX + 644 S. m. 157 Abh. 
im Text. Preis zeb. 26 M. 

Dieses schöne Buch ist eine uneewöhnliche Er- 
seheinung in der Lehrbuchliteratur insofern. als es 
(las ganze Gebiet der gegenwärtigen theoretischen 
Physik in einem einzigen nicht zu umfangreichen 
Band zusammenfaßt. was natürlich nur bei 


knappster Darstellungsform und Beschränkung auf 


die prinzipiell wesentliehsten Gesichtspunkte mög- 
lich ist. Der Inhalt des Buches betrifft daher die 
verenwärtie angenommene theoretische Gestalt 
der physikalischen Gesetze, die aber nicht axioma- 
tisch aufgestellt wird, sondern in ihrer natürlichen 
Verbindung mit der physikalischen 


unter Heranziehung «der dureh die Vektor- unil 
alleemeineren Gruppenforderungen bedingten 


Rahmengesetze. Wobei die grundlegenden Experi- 
mente nicht 
ausgewählt sind. sondern mehr einem möglichen 


Ganz entsprechende, charakteristische Gedanken- 


Erfahrung. 


immer nach «dem historischen Gang 





'W. 


el 


GB 


el 


e- 
in 
IS 


ht 
»y' 
ır- 


le 


“ 


2 


r 


ten Versuchen 


hand 12, Heft 6 
Dezember 1932 


Buchbesprechungen 385 





xperimente sind. Es werden also. um einen spe- 
iellen Fall zu erwähnen, die Maxwellschen Glei- 
-hungeen oder ihnen entsprechende Formulierungen 
nieht. wie das häufie üblich ist, axiomatisch an 
lie Spitze der Elektrizitätslehre gestellt, sondern 
er natürliche Weg über die Elektrostatik und die 
Klektrodynamik führt erst zu diesen Gleichungen, 
lie so. wie es sinneemäß ist. als eine Zwischen 
stufe in der Gesamtentwicklung erscheinen. Es ist 
lann z. B. nieht nötige, den Skineffekt erst durch 
„achträgliche Vernachlässigung des Verschie- 
bungsstromes zu gewinnen, sondern er erscheint 
schon eine Stufe vorher an der angemessenen 
stelle. Zu dem Gesamtaufbau,. der sich. abge- 
sehen von der mathematischen Einleitung, in 
Mechanik. Elektrizitätslehre. Wärmelehre und 
\tomphysik gliedert. sei noch bemerkt, daß die 
Optik nieht gesondert behandelt. sondern in den 
entsprechenden Kapiteln des II. und IV, Ab- 
sehnittes mit enthalten ist. 

Die Benutzung des Buches ist für den Studieren- 
len durch Beigabe zahlreicher Aufeaben (mit 
l,ösungeen) belebt. in die ein Teil des behandelten 
Stoffes ekleidet ist. Sicher wird dieses Werk so 
eine wertvolle Hilfe für den theoretisch-physika- 
ischen Unterriehtszyklus werden, oder. wie der 
Verfasser es selbst im Vorwort ausdrückt. „ein 
Bergführer auf das mittlere Plateau. von dem aus 
lie Spitzen zu erblieken und nicht allzu schwer 
‚u ersteigen sind“: wozu allerdings die Zuhilfe- 
nahme von Spezialführern nicht zu entbehren sein 
wird. 

Breslau. F. Noether. 304 

Handbuch der Experimentalphysik. 
eeeeben von W. WIEN und F. HARMS. Band 4 
Hydro- und Aerodynamik. 2. Teil: 
Widerstand und Auftrieb. Herausger. von Lud 
wie Schiller. Akademische Verlageszesellschaft 
m. b. H., Leipzig 1932. VIIT + 443 S. mit 225 Abb. 
Preis 41 M. 

/u den bereits früher hier besprochenen Teil- 
händen der von Ludwig Schiller (Leipzig) her- 
auseeeebenen Reihe ..Hvdro- und Aerodynamik“ 
des Wien-Harmsschen Handbuches tritt jetzt ein 
neuer Teil. der ..Widerstand und Auftrieb“ über- 
schrieben und fast ausschließlich einer Darstellung 
ler Experimentalforschung hylrodynamischer und 
aerodynamischer Versuchsanstalten gewidmet ist. 
Sehr interessant ist die ausführliche historische 
Kinleitung. die 0. Flachsbart beigesteuert hat. 
Hier wäre nur etwas Berücksichtieunge auch der 
zugrunde liegenden theoretischen 
(elankeneänge erwünscht ewesen, Von 
I. Prandt] selbst. der wohl über der Abfassung 
ler meisten Artikel des Bandes seine Hand hält. 
stammt ein Bericht über die Einriehtunge von 
Windkanälen. Die Abschnitte über Untersuchung 
von Fluezeusmodellen. über die Ermittlung 


Heraus- 


von Widerstand und Auftrieb usf.. die an 
verschiedene Mitarbeiter Prandtls verteilt wur- 
den.  brineen in übersichtlicher Zusammen- 
[assune die bekannten und oft veröffentlichten 
(öttinger Versuchsergebnisse. An dem Schluß- 
aufsatz über Lagerreibunge wird man wieder 


die maneelnde Bezuenahme auf die Theorie be- 
lauern. Im ganzen aber muß die Arbeit des Her- 
auseebers, der selbst auch einen Beitrag über die 
Fallversuche an Kugeln beigesteuert hat. wärmste 
\nerkennung erhalten. Mises. 306. 


Dr.-Ing. WALTHER KAUFMANN, ord. Prof. der 
\Meehanik an der Techn. Hochschule Hannover. 
\neewandte Hvdromechanik. FErster 
Band: Einführung in die Lehre vom Gleichgewicht 
und von der Bewegung der Flüssiekeiten. VIT+ 
232 8. mit 146 Textabbildungen. Verlag ‚Julius 
Springer, Berlin 1931. Preis eb. 14 M. 


Das Kaufmannsche Buch kommt dem Bedürfnis 
nach einer für Studierende brauchbaren Einfüh 
rung in das Gesamtgebiet «der Hydromechanik., so- 
weit sie von technischem Interesse ist. sehr gut 
entgegen. Der erste jetzt vorliegende Band ent 
hält sowohl die einfachsten Grundbegriffe der 
klassischen Theorie wie auch die wichtigsten Er 
vebnisse der neueren experimentellen Forschung. 
In der ersteren Richtung zeeht der Verfasser bis 
zu einer ausführlichen Diskussion der ebenen Po 
tentialströmune ohne und mit Zirkulation. ein 
schließlich der Anwendungen auf Tragflürel-Auf 
trieb usf,. Von «der dreidimensionalen Bewegung 
wird nur weniges vesart, die Helmholtzsche Wirbel- 
theorie nieht mehr vollständige behandelt. Einige 
Angaben aus der Theorie der zähen Flüssigkeit 
bilden den Sehluß. Der experimentelle Tatbestand. 
wie er dureh die neuere Forschung gesichert ist, 
findet Berücksichtigung einschließlich der etwa 
bis 1930 erschienenen Arbeiten. Dem Bande, 
der zum hundertjährigen Jubiläum der Techn. 
Hochschule Hannover (1931) zeewidmet ist. wird 
hoffentlich bald der zweite (Schluß-) Band folgen, 
der vermutlich die Anwendungen in der Ma 
schinenteehnik und im Ingenieurwesen behandeln 
wird. Mises, 306. 


Dr. ERICH KAMKE, a. 0. Prof, an (ler Univer 
sität Tübingen. Einführunein die Wahr 
seheinlichkeitstheorie. ' Leipzie 1932, 
Verlae S. Hirzel. VIL+182 S. m. 2 Abb. Preis 
oeb. 11.50 M. 


Das Buch, das eine knappe Einführung in die 
Wahrscheinlichkeitsreehnung bieten will, schließt 
sich der modernen Auffassung insoweit an, als es 
die Wahrscheinlichkeit als Grenzwert einer rela 


tiven Häufickeit definiert und die Unzulängelieh 
keit des Ausgangspunktes der .„gleichmöglichen 
Fälle“ klar erkennt. Da kontinuierliche (gzeome- 


trische) Wahrscheinliehkeiten von der Betrachtung 
auseeschlossen werden. sieht der Verfasser als den 
Gerenstand, mit dem sieh die Theorie zu beschäf- 
tiren hat. unendliche Folgen ganzer Zahlen an. die 
der Bedinzunz zenüzen, dab die relative Häufig 
keit. mit der eine bestimmte Zahl unter den ersten 
n Elementen der Folge vorkommt. mit wachsen 
dem n einer Grenze zustrebt. Eine weitere Ein 
schränkung der zu behandelnden Folgen, wie sie 


das Rerellosiekeitsaxiom vorsieht. lehnt Kamke 
ab, weil dann die Theorie seiner Ans’eht nach 
„leer“ wird. d. h. weil sieh dann keine analytisch 


definierte Folze anzeben läßt. die beide Voraus 
setzunzen erfüllt. Der Kamkeschen Theorie ist 
demnach in zleieher Weise eine rerelmäßie ab- 
wechselnde Folee von Nullen und Einsern wie eine 


aus einem „Kopf oder Adler“-Spiel hervor- 
regangene unterworfen. Dem Umstand. daß die 
Wahrscheinlichkeit für das Nebeneinanderstehen 


zweier Einser im ersten Fall 0. im zweiten % ist. 
kann Kamke nur dadurch gerecht werden, daß er 
eben als besondere Annahme hinzufüet: Im zwei 
ten Beispiel gilt die Multiplikationsregel für (lie 
beiden Auswahlfoleen. die aus den Elementen mit 
eeradem und uneeradem Index zebildet werden 
(und jedes ähnlich definierte Paar von Answahl- 
foleen). im ersten Beispiel gilt sie nieht. Es wird 
also wohl vermieden. für die eizentliehen Wahr 
scheinlichkeitsfoleen von vornherein zu fordern. 
daß bei allen Auswahlen die Grenzwerte der 
relativen Häufirkeiten unverändert bleiben. es 
wird aber von jeder Auswahl. die in einer zu 
!ösenden Aufgabe auftritt. angenommen. daß es 
der Fall sei. Was ist dabei gewonnen? Für das 
Bestehen der Multiplikationsregel zwischen zwei 
oder mehreren Folgen wird nach dem Vorbild 
Torniers der Ausdruck verwendet. die be- 
treffenden Zahlen bildeten ein .„Wahrscheinlich- 
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soweit 
her- 


Wort wird. 
Theorie nieht 


dieses 


Mehr als 
aus der Tornierschen 


keitsfeld“. 
ich sehe. 
aneezoren. 

In der Durehführunz der Theorie ıst der Ver- 
fasser um äußerste mathematische Strenze bemüht. 
Er läßt dagegen jede pädagogische Rücksicht 
auf Verständlichkeit der Ableitungen und Durch 
siehtiekeit des Aufbaus zurücktreten. Um den 
Umfane Buches klein zu halten. be 
sehränkt er sieh auf nur einen Teil der Frazeste] 
luneen. die sonst in Lehrbüchern der Wahrschein- 
liehkeitsreehnung behandelt zu werden pflegen. 
läßt z. B. alles. was auf der Annahme kontinuier 
licher Verteilunzen beruht. wie das Fehlergesetz. 
andrerseits auch (das Bavessche Theorem und 
die damit zusammenhängenden Überlezungen fort. 
Von den Fundamentalsätzen brinet er nur 
einen vom Referenten herrührenden Teilsatz mit 
unverändertem Beweiseane, ohne die Herkunft zu 
offenbar in der Meinung, daß es sich 
hier schon um „Alleemeineut“ handle. 

Im zanzen zesehen muß man das Kamkesche 
Buch beerüßen als einen erfreuliehen Versuch. über 
die Starnation der bisherizen Lehrhuehliteratur 
dadureh hinauszukommen, daß die entscheidenden 
(‚rundfragen ernsthaft zur Erörterung zestellt 
werden. Mises. 299 


des 


sog. 


erwähnen: 


Dr. GERHARD KOWALEWSKI, 0. Professor 
an der Teehnischen Hochschule Dresien. Inte- 
eraleleiehungeen. Mit 11 Fie. Göschens 
l,ehrbücherei 1. Gruppe Bd. 18. Verlar Walter de 
Gruyter & Co... Berlin und Leipzig 1930. 302 8. 
l’reis 16.50 M. 


Verf.. dem man eine eroßbe Reihe 
mathematischer Lehrbücher verdankt, 
ort hier ein Werk vor. das aus einer Ausarbeitung 
der in seinem älteren Determinanten-Lehrbuch ent- 
haltenen Kapitel über Integralgleiehungen her- 
voreeeaneen ist. Man findet in dem Buch in 
breiter, ein bequemes Dureharbeiten ermöglichen- 
der Darstellung «die bekannten Hauptsätze dei 
Fredholmsehen. Hilbertschen und Schmildtschen 
Theorie. Unter dem Titel „Einige Anwendungen 
der Inteeraleleiehuneen"“ sind auf den letzten 
zehn Seiten Buches Hinweise auf Schwin- 
eunesprobleme und Potentialaufgaben zusammen 
erfaßt. Mises. 


Der 
zeiehneter 


alısen. 


(les 


Dr. V. KOMMERELL, Vberstinliendirektor. Vor 
stand (der Oberrealschule in Tübingen. Honorar- 
professor an der Universität Tübinzen. und Dr. 
KR. KOMMERELL. o. ö. Professor der Mathematik 
an der Universität Tübineen. Theorie der 
ıaumkurven und krummen Flächen. 
dl. 20 u. 21 d. Sammle, Göschens Lehrbücherei. 

(Gruppe: Reine und angewandte Mathematik. 

Krümmune «der Raumkurven und Flächen. 
205 8. m. 58 Fie. II. Kurven auf Flächen. Spezi 


| 
| 
| 
| 


elle Flächen. Theorie der Strahlensysteme. 194. 
m. 22 Fire. Verlae Walter de Gruyter & (Co. 
Berlin und Leipzig 1931. Preis zeb. je 10 M. 

Das Buch, das in erweiterter Form in 4. Aufl. 


vorlieet. umfaßt die Krümmunestheorie der Raum: 
kurven und Flächen. einen Abschnitt über 
Strahlensvsteme und einizes über spezielle Kurven 
und Flächen. \on dem bekannten Blaschkeschen 
l,ehrbueh unterscheidet sieh das hier besprochene 


dadureh, dab es an die Sehulune (des Lesers 
wenieer Ansprüche stellt und «damit für AÄn- 
fäneer brauehbarer wird. Zu bedanern ist «daß 


Vektoarsehreib- 
Sturdie- 

eeläufir 

Mises, 


ler 
heute auch 
schon 


nur sehr wenie Gebrauch von 
weise eemacht wird. die doch 
renden in den ersten Semestern 
zu sein pflegt. 


Dr.-Ing. THEODOR PÖSCHL, o. Professor an der 
Technischen Hochschule in Karlsruhe. Einfüh- 
rune in die ebene Getriebelehre zum 
Gebrauche bei Vorlesungen an Technischen Hoch- 
schulen und für die Praxis. Julius Springer Ver- 
lag. Berlin 1932. VI + 127 S. mit 84 Textabb. 
Preis kart. 9.75 M. 


Seit Schoentlies seine Geometrie der Bewerung. 
Purmester sein Lehrbuch der Kinematik der Ebene 
eeschrieben hat, ist der Rahmen abgesteckt für 
den Inhalt eines kleinen Lehrbuchs der ebenen 
(‚etriebelehre. Unter der großen Zahl derartiger 
Bücher zeichnet sich das vorlierende durch 
schöne, sorgfältig gezeichnete Figuren und durch 
eine eeschickte. dem Bedürfnis der Studierenden 
aneepaßten Darstellungsweise aus. Mises. 


Dr. OSKAR PERRON. o. 6. Prof. der Mathematik 


an der Universität München. Aleebra. I. Die 
Grundlagen. 2. verb. Auflage. Bd. 8 der Samm- 
lunz „Göschens Lehrbücherei“. I]. Gruppe: Reine 
und anzewandte Mathematik. VIII + 300 S. mit 


| Fire. Verlag Walter de Gruyter & Co., Berlin 
und Leipzig 1932. Preis 12.80 M. 


Der erste Band des Lehrbuchs. das 1928 hier an 
eezeigt wurde"), liegt bereits in zweiter, wenige 
veränderter Auflage vor. Das Werk ist ausschließ- 
lieh für die Bedürfnisse der reinen Mathematiker 
eeschrieben. berinnt bereits im ersten Kapitel mit 
dem Begriff des algebraischen Körpers und läßt 
alles, was etwa zu Anwendungen führen könnte. 
weit zurücktreten. Mises. 


(1. A, BLISS, Prof. der Mathematik an der Uni- 
versität Chicaro. Variationsreehnune., 
Deutsche Ausgabe herausgeg. von F, SCHWANK, 


Verlag B. G. Teubner. Leipzig und Berlin 1932. 
VII + 127 S. mit 47 Fig. Preis 6.30 M. 
Ein handliches. hübsch ausgestaitetes kleines 


Buch, das von den Hauptproblemen und wichtie- 
sten Methoden der Variationsreehnung so viel 
gibt. wie jeder wissen sollte, der Anspruch auf 
mathematische Bildunz macht. Die Darstellung 
ist eut lesbar. die Auswahl des Stoffes recht ver- 


nünftie. Mises. 
P. W. BRIDGMAN, Prof. der Phvsik an (der 
Harvard-Universität. Theorie der phvsi- 
kalischen Dimensionen. Ähnliehkeits- 
betrachtungeen in der Phvsik. Deutsche Ause. 


hrsg. v. Dipl.-Ing H. HOLL in Danzig-Langfuhr. 
Verlag B. G. Teubner, Leipzie u. Berlin 1932. 
IV + 117 8. Preis geb. 6.80 M. 


Fa 


In der gleiehen Ausstattung wie das eben be- 
sprochene erscheint die deutsche Auseabe des 
Bridemanschen Buchs über die AÄhnliehkeitis- 
betracehtungen in der Physik. Diese Überlerungen 
eehören heute zu dem eeläufizen Handwerkszeug. 


mit dem der Phvsiker und Techniker arbeitet. 

Ks ist sicher recht nützlich. sie einmal in über- 

sichtliceher Form zusammengestellt zu haben. 
Mises, 


Dr. L. BIEBERBACH, ord. Prof. an «ler Univer- 


sität Berlin. Analytische Geometrie, 
>, Aufl. (Teubners math. Leitfäden. Bd. 29.) Ver- 
lae von B. G. Teubner. Leipzie und Berlin 1932. 
IV + 141 S. mit 44 Fig. im Text. Preis kart. 
5.95 M. 

Das Buch. das bei seinem ersten Erscheinen 
hier ausführlich gewürdigt wurde ?), ist in der 
neuen Auflage an einigen Stellen ereänzt und 


!) Diese ZeitsehrifttBd. 8 (198), S. 79. 
?) Diese Zeitschrift Bd. 10 (1930), S. 


22. 
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iiberall vom Verf. sorgfältir durchgesehen wor- 
len. Ohne Zweifel wird ihm auch in der neuen 
Gestalt der zleiche Erfolg wie bisher beschieden 
sein. Mises. 


Dr. L. BIEBERBACH, ord. Prof. a. d. Friedriceh- 
Wilhelms-Universität Berlin. Mitglied der Preub. 
\kademie der Wissenschaften. Projektive 
GSeometrie Bd. 30 d. Sammlge. Teubners 
mathematische Leitfäden. Verlag B. G. Teubner, 
leipzig und Berlin 1931. IV + 190 S. m. 45 Fie. 
im Text. Preis kart. 7.80 M. 


Dieser neue Leitfaden. der mit den früheren des 
oleiehen Verfassers die ‚Vorzüge lebendirer unil 
leiehtverständlieher Darstellungsform teilt. ver- 
sucht die analytische und synthetische Methode 
in der projektiven Geometrie zu vereinigen. Das 
Buch berinnt als reine Koortdinatenzeometrie. 
setzt also Vertrautheit mit «den Grundlagen der 
analvtischen Geometrie voraus, benutzt aber 
später stellenweise auch solehe Überlegungen, wie 
sie in der synthetischen Geometrie üblieh sind 
(sie werden hier als .„.beeriffliche* Überlegungen 
bezeichnet). Die Abgrenzung des Stoffes entspricht 
dem Umfang einer ausführlichen einsemestrigen 
Vorlesung und reicht bis einsehließlich zur Klassi- 
tikation «der Gebilde zweiten Grailes. Mises. 


FRIEDRICH KOHLRAUSCH, Kleiner Leit 
[aden der praktischen Physik. 5. Aufl. 
Neubearb. von Dr. Friedrich KRÜGER, 0. Prof. 
der Physik. Direktor des Phys. Instituts an der 
Universität Greifswald. Verlage B. G. Teubner. 
Leipzig und Berlin 1932. XXVII + 498 S. mit 
379 Abb. im Text. Preis zeb. 14.50 M. 


Das wohlbekannte Bueh ist in 5. Aufl. von 
"., Krüzrer. Greifswald. bearbeitet. Unter den 
Erweiterungen ist zu begrüßen, dab die Akustik. 
die in neuerer Zeit in der Technik erhöhte Be- 
deutung erlangt hat. ausführlicher behandelt wirtd. 
Auch sonst sind einzelne Ereänzungen und Ver- 
besseruneen voreenommen worden. Mises. 


Dr. PAUL Gast, o. Prof. an der Technischen 
Hochsehule Hannover. Vorlesungreren über 
Photorerammetrie. Mit 182 Figuren. Verlag 
Joh. Ambr. Barth. Leipzig 1930. VII + 328 S. 
38.50 M. 


Der Verf. hat sieh die Aufgabe gestellt. ohne 
Anspruch auf Vollständigkeit sowohl (die geome- 
trischen Grundlagen wie auch die experimentelle 
Methode der Photogrammetrie darzustellen. Da 
es bisher an einem brauchbaren Lehrbuch «lieser 
\rt völlie gefehlt hat. wird man ihm Dank wissen. 
anch wenn. zumindest im theoretischen Teil. 
manche Wünsche, die der Referent für berechtigt 
hält. unerfüllt bleiben. So würde beispielsweise 
die Übersiehtlichkeit sehr gewinnen. wenn die 
vielfach ermüdenden Koortdinatenformeln an ze- 
eieneten Stellen durch Vektorschreibung ersetzt 
würden. Die Verwendung von Uartesischen Ko- 
ordinaten sollte sich ganz auf die Zahlenbeispiele 
beschränken. Mises. 


Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenz- 
gebiete hrsg. v. «dl. Schriftleitung des ..Zentralblatt 
für Mathematik“. 1. Bd. Verlag Julius Springer. 
erlin 1932, 

I. Heft: K. REIDEMEISTER, Knotentheorie. 
V1+ 74 S. m. 114 Fig. Preis 8,75 M. 

2, Heft: K. FEDERHOFER, Graphische Kine 
matik und Kinetostatik. VI + 112 S. m. 27 Fig. 
Pıeis 13.15 M. 


3. Heft: M. J. ©. STRUTT, Lamesche-Mathieu- 
sche- und verwandte Funktionen in Physik un! 
Technik. VIII + 116 S. m. 12 Fig. Preis 13.60M. 

4. Heft: K. HOHENEMSER, Die Methoden zur 
angenäherten Lösung von Eigenwertproblemen in 
der Elastokinetik. III + 89 S, m. 15 Fig. Preis 
10.50 M. 

5. Heft: H. BOHR, Fastperiodische Funktionen. 
IV+ 9% S. m. 10 Fir. Preis 11.40 M. 

Die rührige Verlagsbuchhandlung und noch 
rührigeere Sehriftleitunge des Zentralblattes für 
Mathematik eröffnet hier eine neue Reihe von 
mathematischen Schriften. Es sollen je fünf kleine 
Hefte. die auch einzeln käuflich sind, zu einem 
Band von „Ergebnissen“ zusammengefaßt werden. 
\on den bisher vorlierenden fünf Heften sind 
drei Gerenständen der angewandten Mathematik 
gewidmet. K. Federhofer gibt wieder. ähnlich 
wie in seinem 1928 erschienenen Buch. eine Zu 
sammenstellune der weläufiesten Formeln und 
Konstruktionen der Kinematik, sowohl für die 
Ebene wie für den Raum. Worin das besondere 
Bedürfnis nach «dieser neuen Darstellune anze 
siehts der großen Zahl ähnlicher Veröffentlichun 
ren (der letzten Zeit zefunden werden soll. ist 
dem Referenten nieht klar. Sehr nützlich ist (die 
von M. J. OÖ. Strutt gerebene Sammlung von 
Formeln für die Lameschen und verwandte Funk - 
tionen, die in der Elastizitätstheorie und in (der 
Hvilrodynamik, besonders aber in der EFlektrizi 
tätslehre gelerentlich eine Rolle spielen. Im 
t. Heft berichtet K. Hohenemser über einige 
Arbeiten zur aneenährten Bereehnunge von Eigen 
werten. Auch dieses Referat kann man als ver 
dienstlich bezeichnen. wenn man auch vielfach 
den Eindruck hat. daß dem Theoretiker niehts 
Neues und dem Praktiker. der lernen will. wie 
man Berechnungen wirklich vornimmt. zu weni 
Konkretes geboten wird. Mises. 316, 


Bericht über den VIIl. Internationalen Kongreß 
für wissenschaftliche und angewandte Photogra- 
phie, Dresden 1931. Herauszer. im Auftrage (les 
Deutschen Kongreß-Ausschusses v. J. EGGERT u. 
A. von BIEHLER. Leipzig 1932. Joh. Ambr, Barth. 
VII + 455 8. m. 271 Abb. und 2 Tafeln. Preis 
30 M. 


In diesem Werk sind die vom 3. bis 8. Aue. 1931 
in Dresden von in- und ausländischen Forschern 
eehaltenen Vorträge zusammengefaßt, Behandelt 
werden alle den Fachphotographen sowie den 
Wissenschaftler interessierenden Fragen. So wir 
die Möglichkeit geboten. sieh über den neuesten 
Stand beispielsweise folgender Gebiete zu orien 
tieren: Latentes Bild. Sensitometrie, Photogra- 
phische Emulsionen. Kinematographie einsehl. 
Ton und Farbenfilm (Filmtafel!). Anwendungen der 
Photographie in Wissenschaft und Technik. Pho 
toeraphische Farbstoffe. Röntzeenphotographie. Ge 
schiehte der Photographie und künstlerische Pho 
tographie, 

Göttingen. Rud. Hilsch. 305 


Ferner sind bei der Sehriftleitung folgende 


Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


Dr.-Ing. ERNST SUTER # Die Methode 
der Festpunkte zur Bereehnung der statisen 
unbestimmten Konstruktionen mit zahlreichen 
Beispielen aus der Praxis. insbesondere ausgeführ 
ten Eisenbetontragwerken. 2... verb. u. erw, Aufl. 
bearh. von 0, BAUMANN, Dipl.-Ing. und F. 
HÄUSLER. Dipl.-Ing. In zwei Bänden. Mit 
656 Fir. im Text und auf 19 Tafeln. XIV #761 8. 
Berlin 1932. Verlag Julius Springer. Preis geb. 
69 M. 
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dem Aerodynamischen In 
Heraus 


Abhandlungen aus 
stitut an der Techn. Hochschule Aachen. 


KARMAN und Prof. Dr. 


eeoe, v. Prof. Dr. Th. v. 
(‘, WIESELSBERGER. Heft 11. 73 S. mit 46 Abh. 
Preis 12 M. Heft 12. 56 S. mit 108 Abb. Preis 


13.50 M. Berlin 1932. Verlag Julius Springer, 


ENRICO PISTOLESI, Professore nella R. Seuola 


di Inzeeneria di Pisa. Aerodinamica. Biblio 
teea dellInzernere. Dir. dal Prof. Ing. G. Al 
benza. Seience Propedeutiche Bd. I. Turin 1932. 
Inione Tipografieo-Editriee Torinese. XV] 


co 


573 S. m. 204 Abb. 

RICHARD GANS und ERNST CZERLINSKY., 
Überdasmarnetische Verhaltenfer 
romarnetischer Einkristalle. Heft 1 
der Sehriften der Köniesbereer Gelehrten Gesell 
schaft. Naturwiss. Klasse, 9. Jahre. 9 S. m. 13 Fi 
euren auf 8 Tafeln. Halle a. d. S. 1932. Verlag 
Max Niemeyer. Preis zeh. 2.80 M. 


Wissenschaftliche Veröffentlichungen aus dem 
Siemens-Konzern. \XI. Bd... 2. Heft. Herauseee. 
von .der Zentralstelle für wissenschaftlich-teeh- 
nische Forsechunesarbeiten des Siemens-Konzerns. 
IV + 120 S. mit 42 Bildern. Berlin 1932. Julius 
Sprineer Verlag. 

HANS KELLERER, Mathemati 


Stiml.-Äss, 


sche Methoden in der Eisenbahn 
statistik. (Dissertation) 123 S. Altötting. 
ohbb.. Verlae Ge, Kellerer. Preis 4 M. 


EUGENIO CAMPINI, Construzi 


Idrauliea Teeniea. 


Dott.-Ine, 


oni Idrauliche e 

Basi seientifiche \pplieazioni teeniche Studi 
speeiali. XIV + 710 S. mit ea. 300 Abb. Milano 
1033. Ulrieo Hoepli. 


Dr. WILHELM MÜLLER, o. Prof. für Mechanik 
an der Dtsch. Teehn. Hochschule zu Prag, Ein 
führung in die Theorie der zähen 
Flüssiekeiten. Bd.X der Sammlung .Mathe- 
matik und ihre Anwendungen“. Mit 120 Texttfie. 
l,eipzie 1932. Akadem. Verlagsgesellschaft m.b.H. 
\ + 367 8. Preis geb. 22.80 M. 


Dr. phil. J. NIKURADSE, Gesetzmäßie 
keiten der turbulenten Strömungin 
elatten Rohren. Aus dem Kaiser-Wilhelm 
Institut für Strömungsforschunge. Göttineen. For 
schungsheft 356. Berlin 1032. VDI-Verlae G.m.b.H. 
36 S, mit 39 Abh. u. 9 Zahlentafeln. 


D. HILBERT u. S. COHN-VOSSEN, Anschau- 
liche Geometrie. Bd. 37 der Sammlung 
„Die Grundlehren der Mathematischen Wissen 
schaften.“ Berlin 1932. Julius Springer Verlag. 
VIII + 310 S. mit 330 Abb. Preis 25.80 M. 


PAUT ALEXANDROFF, Einfachste 
«Grundbegriffe der Topologie. Mit 
einem Geleitwort von David HILBERT. V IN 
Ss. mit 25 Abb. Berlin 1932. Julius Sprinzer Ver 
lae. Preis 3.60 M. 


Dr.-Ing, FRITZ G. ALTMANN, Schraub 
eetriebe. ihre mögliche und ihre 
„weckmäßierste Ausbildung. 30 8. m. 
73 Abb. Berlin 1932. VDI-Verlag. Preis kart. 
2.30 M. 

Dr. S. BOCHNER, Dozent a. «dl. Univ, München. 


Vorlesungen über Fouriersche Inte 

erale, Bd. XII d. Sammle,. .Mathematik un)! 
ihre Anwendungen in Monographien und Lehr 
büchern“. Leipzig 1932. Akademische Verlass 
oesellschaft m.b.H. VII 229 S, Preis eeb. 16M. 


NACHRICHTEN 


Gesellschaft für angewandte Mathematik und 


Mechanik. 

\m 14. Oktober fand in Berlin unter Leitung «des 
I. Vorsitzenden Herrn Prandt] und unter Teil 
nahme von mehr als 100 Miteliedern und Gästen 
die ordentliche ‚Jahresversammlunge der Gesell 
schaft statt. Der Geschäftsführer Herr v. Mi 
ses erstattete den Geschäftsbericht. wonach «lie 
Miteliederzahl von 437 auf 441 (2 Todesfälle, 
15 Austritte. 21 Eintritte) gestieren ist. (die Jahres 
reehnune mit einem Bestand von RM. 2346.70 ab 
schließt. Im Laufe des Jahres haben 7 Vortraes 
abende in Berlin. I in Göttineen. 5 in Prax statt 
eefunden. Die Versammluns beschließt. die nächst 


jährire Tagung Anfang September 1933 in Salz 
bure «emeinschaftlich mit den beiden physika 
lischen Gesellschaften und «der Deutschen Mathe 


matiker-Vereinieung abzuhalten. Der Jahresbei 
trage wird in unveränderter Höhe festgesetzt. Der 
bisherige Vorstanil, bestehenil aus Herrn 
Prandtlals erstem. Herrn Reißnerals zwei 
tem Vorsitzenden. Herrn v. Mises als Geschäfts 
führer. der satzuneseemäß  zurücktritt. wird 
wiedergewählt. \n Stelle der ausscheidenden 
Mitelieder des Wissenschaftlichen Ausschusses. 
Herrn v. Kärmän und Herrn Pöscehl. werden 
lie Herren Grammel-Stutteart und Noether 
Breslau gewählt. 

Nach Beendieune der Jahresversammlune fand 
ein Vortragsabend der Berliner Ortsgruppe statt. 


wie immer gemeinschaftlich mit «dem Vortrags- 
ausschuß für technische Mechanik des Berliner 
Bezirksvereines deutscher Ingenieure, Es sprach 
zunächst Herr G. Hamel über .„Grundwasser- 
strömung“: sodann gab Herr Prandt]l einen Be 
richt über seine Vorlesung ..Anschanuliche und 
nützliche Mathematik“. Beide Vorträge fanden in 


der zahlreich besuchten Versammlung lebhaften 
Beifall. 

Persönliches. 
\m 4, Oktober feierte Hr. Geh. Hofrat Dr. 


S. Finsterwalder. emer. ord. Professor der 
Mathematik an der Techn. Hochschule München. 
einer «(der hervorrasendsten Vertreter \Jer anee- 
wandten Mathematik. seinen 70. Geburtstae. Er 
hat sieh namentlich dureh wertvolle Arbeiten auf 
dem Gebiete «der Geodäsie und der Differentia! 
eeometrie verdient gemacht. 


Hr. Priv.-Dozt. Dr. ©. Flachsbart. bisher 
\bteilunesleiter am Kaiser-Wilhelm-Institut für 
Strömunesforsehune in Göttingen, ist zum ord. 
Professor in der Fakultät für Bauwesen der Teehn. 


Hochschule Hannover ernannt worden. 
Bereits im vorieen Jahre habilitierte sieh Hr. 
Dr. ©, Sehmiecden an der Techn. Hochschule 


Danzie-Lanefuhr für «das Fach der Mathematik 


und Mechanik. 
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